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BAB 1
TRIGONOMETRI

A. Perbandingan Trigonometri

Taukah kamu apa itu trigonometri? Bagaimana
menyelesaikan ~ permasalahan ~ matematika  tentang
trigonometr? Trigonometri sebagai suatu metode dalam
perhitungan untuk menyelesaikan masalah yang berkaitan
dengan perbandingan-perbandingan pada bangun geometri,
khususnya bangun datar yang berbentuk segitiga. Pada
prinsipnya trigonometri merupakan salah satu ilmu yang
berhubungan dengan besar sudut, dan bermanfaat untuk
menghitung ketinggian suatu tempat tanpa mengukur secara
langsung sehingga bersifat lebih praktis dan efisien.
Pembelajaran triginometri sangat bermanfaat bagi kehidpan
manusia dalam hal pembuatan bangunan atau jembatan yang
berhimpitan dengan gedung-gedung besar.

Trigonometri berasal dari bahasa Yunani yang terdiri
dari dua kata yaitu trigonom berarti bangun yang mempunyai
tiga sudut dan sisi (segitiga) dan metrom berarti suatu ukuran.

Dari arti dua kata di atas, trigonometri dapat diartikan
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sebagai cabang ilmu matematika yang mempelajari tentang
perbandingan ukuran sisi suatu segitiga apabila ditinjau dari
salah satu sudut yang terdapat pada segitiga tersebut. Dalam
mempelajari  perbandingan  sisi-sisi  segitiga  pada
trigonometri, maka segitiga itu harus mempunyai tepat satu
sudutnya (90°) artinya segitiga itu tidak lain adalah segitiga

siku-siku.

A Perhatikan gambar disamping!
“l Terdapat suatu lingkaran yang berpusat
di titik O, AOCD dengan siku-siku di
titik D dan AOAE dengan siku-siku di
titik E. Menurut teorema sudut-sudut, AOCD sebangun

dengan AOAE dan diperoleh

1 0D _OE
" oc o4
CD AE
2. —=—
oc~ 04
CD AE
3. —==—
0D~ OE
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0D OE CD AE )
Bentuk — =— = c0s£0,— = — = sin 20, dan
oc~ 04 oc~ 04
€D AE
— = — = tan 0.
0D~ OE

Sin £0 biasa kita sebut sinus yaitu suatu perbandingan
panjang pada suatu segitiga yaitu antara sisi depan sudut

dengan sisi miring segitiga.

Cos 40 biasa disebut dengan cosinus merupakan suatu
perbandinganpenjang pada suatu segitiga yaitu diantaranya

sisi samping sudut dengan sisi miringnya.

Tan (tangen) merupakan suatu perbandingan panjang pada

suatu segitiga diantara sisi dengan sudut serta sisi samping.

Perhatikan kembali gambar berikut :
C  Berdasarkan gambar di samping yang
merujuk pada penjelasan lingkaran di

A g atas, dapat dikatakan bahwa:

1. sinzA= E
AC
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2. coszA= E

C
3. tan zA = BC
AB
Selain bentuk yang sudah terwujud terdapat bentuk lain
sebagai salah satu patokan dalam penentuan sudut

diantaranya:

_ 1 1 AC
1. cosec £A= — = =
sin/A BC BC
AC
2. secant A = t _ 1 :AC
cos/A AB AB
AC
3. cotan £A = 1 1 _AB
tan/A BC BC
AB

Penentuan sudut selain sin, cos dan tan terdapat beberapa

bentuk lain seperti yang sudah dijelaskan di atas dengan

penjelasan sebagai berikut:

1. Cosec adalah kebalikan dari sin dengan artian jika sinus
merupakan hasil bagi antara sisi tegak dengan sisi miring,
maka cosec merupakan kebalikan yaitu hasil bagi antara

sisi miring dengan sisi tegak.

(4 X TRIGONOMETRI )




“Dapat dituliskan rumus cosec merupakan sisi
miring/sisi tegak”

Secan merupakan hasil bagi antara sisi miring dengan sisi
datar. Secan dapat diartikan sebagai kebalikan dari
cosinus. Rumus secan dapat ditulis sebagai berikut ini:
“secan = sisi miring/ sisi datar”

Cotangen merupakan hasil bagi antara sisi datar dengan
sisi tegak dengan kebalikan dari tangen. Rumus cotangen
dapat ditulis sebagai berikut ini:

“cotan = sisi datar/sisi tegak”

Disamping itu, bentuk sin, cos
! dan tan dapat dinyatakan
dalam bentuk lainnya.

x | Perhatikan gambar berikut
Sina= X Csca= L
r y
Cosa= X Seca= r
r X
Tana= Y Cota= —
X
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Contoh :

1. Diketahui AABC siku-siku di
B, AB = 8cm dan AC = 10 cm,
sebagaimana di ilustrasikan

10 cm

pada gambar di samping. B 8cm A

Tentukan nilai sin A, cos A, tan A, cosec A, sec A dan

cotan A dari segitiga tersebut!

Alternatif Jawaban :

Karena AABC siku-siku di B, maka berlaku aturan

pythagoras.

BC?= AC? - AB%?=10%-8%= 100 — 64 = 36.

BC = +/36=6.

Jadi dapat ditentukan sebagai berikut:

SinA= B—C:E:E, Cosec A = _1 -2
AC 10 5 SinA 3

Cos A= Ezizﬂ, Sec A = 1 :E
AC 10 5 CosA 4

TanA—ﬁzgzé, Cotan A = 1 -4
AB 8 4 TanA 3




Latihan :

1. Jika diketahui cos = % ,Tentukan nilai sin B, tan f3,

cosec B, sec B dan cotan 3 ?

2. Dengan memperhatikan gambar di bawah ini

Q >
a// o @’“ \
14 cm \ ,
9cm w '
P
12 cm R

Jelaskan nilai sin P, cos P dan tan P!
3. Jika A+B = g dan cos A cos B = Z maka cos (A-B)

adalah...
4. Diketahui AABC siku-siku di

B, AB = 8cm dan AC = 10 cm, 16
sebagaimana di ilustrasikan
pada gambar di samping. B 4 cm A

Tentukan nilai sin A dan cos A pada gambar yang ada!
5. Buatlah gambar dengan merujuk penjelasaan di bawah

ini

Pada segitifa ABC diketahui 3 sin A + 4 cos B = 6 dan

3 cos A+ 4sin B =1, maka tentukan nilai sin C !

{ TRIGONOMETRI X 7)




B. Nilai sin, cos, dan tan pada sudut-sudut istimewa
yaitu 0°, 30°, 45°, 60°, dan 90°

1.

Nilai sin, cos, dan tan pada sudut 0°

B

Pada sudut 0° sisi samping (OA) berimpit dengan
sisi miring (OA) dan sisi depan memiliki panjang 0.

Dengan demikian, diperoleh bahwa

sin0® =0
cos0® =1
tan0® =0

Nilai sin, cos, dan tan pada sudut 30°
Perhatikan gambar berikut

A —




Berdasarkan gambar tersebut diperoleh bahwa:

sin 30° = sin LA:E
AB

-

_2' 1
r 2

Pertama untuk penulisan nilai sin dalam sudut

1

istimewa 30° ditemukan bahwa hasilnya menjadi >

cos 30° = cos AA:A—C
BC
1r 3
-2 _1lp
r 2

Kedua untuk penulisan nilai cos dalam sudut
istimewa 30° ditemukan bahwa hasilnya menjadi

13
2
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tan 30° = tan AA:E
AC
1
S 1 1 7
-2 _ - _=/3
T

Terakhir untuk penulisan nilai cos dalam sudut

istimewa 30° ditemukan bahwa hasilnya menjadi
3
3

3. Nilai sin, cos dan tan pada sudut 45°
B B
I, .
N =
o A A - U

Dari gambar di atas, diperoleh bahwa

sin 45°% = sin LA:%
AB

r 1
= - 2

r\/z 2
cos 45° = cos LAZ%
AB

(10 X TRIGONOMETRI )




tan 45°

1
3
N
>
1
|

sin 60° = sin LB:A—C
AB
Er 3
-2 _1p
r 2
cos 60° = cos AB:E
AB
1
_2' 1
r 2

{ TRIGONOMETRI X 11 )




tan 60° = tan «B _AC
BC

1
=13
:2\/_:
1

=r
2

B3

Nilai sin, cos, dan tan pada sudut 90°
B

Pada sudut 90° sisi depan (OB) berimpit dengan sisi
miring (OB) dan sisi samping memiliki panjang O
(OA =0). Dengan demikian, diperoleh bahwa
sin90° = 1

cos90° = 0

tan 90° =

(12 X
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C. Sin, cos dan tan untuk sudut 90° — «

Perhatikan gambar berikut!

=C0Sx

_,
= | x

Y Sin(90°-a) =

Cos (90°— ) = £ =sina

= <

Tan (90° - a) = = =cota

X
y
Contoh

Tanpa menggunakan kalkulator, Tentukan nilai dari!
1. Sin (90° - 30%

2. Cos (90° - 459

3. Tan (90° - 60°)

Penyelesaian

1. Sin (90° - 30%= cos 30° = %ﬁ

2. Cos (90° - 45%) = sin 45° = %\/5

3. Tan (90° - 60%) = cot 60° = ——

3
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Dari uraian di atas lengkapi tabel nilai sinus, cosinus dan

tangen berikut.

Trigonome Sudut Istimewa

tri

Cosinus | ..o | eeeeio | ]

D. Nilai sin, cos, dan tan pada sudut negative
Perhatikan gambar berikut!

] -y y .
Sin(-a)= —=—=-Z=-sin a
Y (a)= —= -~

\| Cos )= X cos a
y

Tan (-a) = Y_Y__tana
X X

Contoh

Tanpa menggunakan kalkulator, Tentukan nilai dari!
1. Sin (-30°

2. Cos (-45%)

3. Tan (-60°%

(1 X TRIGONOMETRI )




Penyelesaian :

1. Sin (-30° = - sin 30° = _%

2. Cos (-45°%) = cos 45° = %JE
3. Tan (-60° = - tan 60° = —/3
E. Nilai sin, cos, dan tan pada masing-masing kuadran

1. Kuadran |

Perhatikan gambar berikut

Y
2 — X
.y . _r e
Sina= = (positif) Csca= — (positif)
r y
X o r .
Cos a = — (positif) Sec a = — (positif)
r X
_y . _ X .
Tan a = = ( positif) Cot a = — ( positif)
X y
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{Berdasarkan datar di atas dapat disimpulkan bahwa
kuadran | mempunyai hasil yang positif dengan

koordinat positif sesmuanya}

2. Kuadran Il

Perhatikan gambar berikut!
|y
180 - a

a, a

Sin (180 —a) =sina= % (positif) , mengapa?
Cos (180 —a)=-cosa= —é (negatif), mengapa?

Tan (180 -a)=-tana = Y (negatif), mengapa?
X

Contoh

Tanpa menggunakan kalkulator, hitunglah
1. Sin 120°
2. Cos 135°
3. Tan 150°

(16 X TRIGONOMETRI )




Penyelesaian

1. Sin 120° = sin (180° — 60°) = sin 60° = %JE

2. Cos 135° = cos (180° — 45°%) = - cos 45° = —%\/E

3. Tan 150° = tan (180° — 30°) = - tan 30° = —%ﬁ

3. Kuadran Il
Perhatikan gambar berikut!

|y

: L%/‘
DG

T T
V \

Sin (180 +a)=-sina= —% (negatif)

Cos (180 +a)=-cosa= X (negatif)
r

Tan (180 +a)=tana= Y (positif)
X

< TRIGONOMETRI
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Contoh
Tanpa menggunakan kalkulator, Tentukan nilai dari!

1. Sin 210°
2. Cos 225°
3. Tan 240°
Penyelesaian
1. Sin210° = sin (180° + 30%) = - sin 30° = %

2. Cos 225° = cos (180° + 45°%) = - cos 45° = —%\/E

3. Tan 240° = tan (180° + 60°) = tan 60° = /3

4. Kuadran IV

Perhatikan gambar berikut!

Sin (360° -a) =-sina= Y (negatif)
r

Cos (360°-a) = -cosa = %(positif)

(18 X TRIGONOMETRI )




Tan (360°-a) =tana = Y (negatif)
X

Contoh:

Tanpa menggunakan kalkulator, Tentukan nilai dari!
1. Sin 330°
2. Cos 300°
3. Tan315°

Penyelesaian

1. Sin 330° = sin (360° - 30°) = - sin 30° = _%

2. Cos 300° = cos (360° - 60°) = cos 60° = %Jé

3. Tan 315° =tan (360° - 45%) = - tan 60° = —/3
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Latihan

1. Sebuah tangga disandarkan pada suatu tembok vertikal.
Sudut yang dibentuk oleh tangga itu dengan lantai
horizontal adalah 60°. Jika jarak kaki tangga ke tembok
tadi adalah 6 m, hitunglah:
a. Panjang tangga itu !
b. Tinggi tembok dari ujung tangga ke lantai !

Jawab :

Diketahui
Sudut yang dibentuk oleh tangga dan lantai 60°.
Jarak kaki tangga ke tembok tadi adalah 6 m.
Situasi ini dapat diilustrasikan sebagaimana tampak

pada gambar
.

A
E
M
Tangga
B
0]
o’
K
B<—em—> C
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Dengan memperhatikan A ABC yang terbentuk,

maka kita peroleh :

a. Cos60° = BC = .o
AC .
Y
AC = :: ......
Jadi panjang tangga adalah ........ m
b. Tan60° = AB = -
BC ...
- AB
6

AB =... =

Jadi tinggi tembok dari ujung tangga ke lantai adalah ... m

F. ldentitias Trigonometri
Perhatikan kembali gambar berikut
Y
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Berdasarkan gambar tersebut, dapat dinyatakan kembali
bahwa

Sinazl Csca:L
r y
Cosa25 Seca:L
r X
Tana:X Cotazf
X y

Dilain pihak, terdapat teorema Pythagoras yang menyatakan
bahwa

2= x2+y?
Selanjutnya, akan di explorasi bagaimana bentuk identitas
dari trigonometri dengan mengkombinasikan antara teorema

pythagoras dengan trigonometri. Berikut deskripsi explorasi
penemuan dari identitas tersebut.

Perhatikan kembali teorema Pythagoras

r2=x2 +y2
Untuk masing-masing ruas selanjutnya dibagi dengan r?,

diperoleh
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1=cos® X +sin? x

Dengan demikian, identitias pertama menunjukkan bahwa

1=cos® x+sin? x

Perhatikan kembali bahwa
2= x2 +y?
Untuk masing-masing ruas selanjutnya dibagi dengan x2,

diperoleh

r2xy

w2 _z _2
sec’ X =1+tan® x
Dengan demikian, identitias yang diperoleh bahwa

sec? x =1+tan® x
sec’ x—tan®x =1
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Perhatikan kembali bahwa
2= x2 +y2
untuk masing-masing ruas selanjutnya dibagi dengan y?,

diperoleh

rzxy

2 _2 _2
csc? x =1+ cot? x
Dengan demikian, identitias yang diperoleh bahwa

csc? x =1+ cot? x
csc® x—cot® x =1

Contoh :
Gunakan Identitas Trigonometri tersebut untuk
menyelesaiakan soal berikut :

1. Tentukan bentuk sederhana dari trigopnometri berikut :

a. tan xcos X b. 4cos’°x —4
Jawab :
sin X
a. tan xcosx = —=.Co
Cosx~ el
= sinx

(2 X TRIGONOMETRI )




b. 4cos?x -4 = 4(1-Sin?x)-4
4-4sin>x—4

= —4sin’x

2. Tentukan hasil bentuk trigonometri : tan? x cos? x + cos? x
Jawab :
tan? x cos? X + cos? X

Sin2X 2 2
—2.c93/>(+ C0S° X

W

= sin® X + c0s? X
1

Tugas :
1. Bagaimana hasil dari bentuk trigonometri dari :

8cos’x —8

2. Tentukan bentuk sederhana dari

sina+tan a
cotan a + coseca

cosb6 N cosb6
1-sin® 1+sinb
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3. Buktikan bahwa (sin a — cos a)?2 =1 — 2 sin a C0S ...

4. Buktikan pernyataan di bawah ini:
a. Sin 45° cos 45° + cos 45° sin 45° = sin 90°
b. 2c0s230°-1=1-25sin230° = cos 60°

5. Sederhanakanlah persamaan trigonometeri berikut ini!
a. sin 160 + sin 40

b. cos 2x + cos 8x

(26 X TRIGONOMETRI )




BABII

Jumlah, Selisih Dua Sudut Dan Sudut Rangkap

Pada Trigonometri

A. Jumlah dan selisih dua sudut pada sinus
Diberikan segitiga ABC berikut,
pada segitiga ABD diperoleh
1. AD=ABsinXx,
2. BD = AB cos x
pada segitiga BDC diperoleh,
1. DC=BCsiny,
2. BD=BCcosy
pada segitiga AEC diperoleh
1. EC=ACsiny
2. AE=ACcosy

Perhatikan sudut B,

i = &j — AE
sin (X +y) =sin LB—AB

karena AE = AC cos y dan AD = AB sin x, maka diperoleh
_ ACcosy _ ACsinxcosy
- AD - AD

sinx

{ TRIGONOMETRI X 27 )




karena AC = AD + DC, maka diperoleh

_ (AD+DC)sinxcosy
AD

. DCsinxcosy
=sinxcosy +——

y AD
DCcosy

=sinxcosy + 2B
karena BD = BC cos y, maka diperoleh

DCBD
ABBC

=sinxcosy +
karena DC = BC sin y dan BD = AB cos x, maka diperoleh
=sinxcosy +siny cosx
Dengan demikian

sin (x +y) =sin x cosy + siny cos X

Selanjutnya, akan dijabarkan bentuk sin (x —y),
bentuk sin (x —y) dapat diubah menjadi penjumlahan sudut

dimana sin (x —y) =sin (X + (-y)).

Perhatikan kembali bahwa {sin (x —y) =sin (X + (-y))}
karena bentuk sin (x +y) = sin x cos y + sin y cos X, maka
diperoleh

sin(x + (-y))=sin x cos (-y) + sin (-y) cos X

(28 X TRIGONOMETRI )




ingat kembali bahwa cos (-y) = cos y dan sin (-y) = - siny,

maka diperoleh

sin(x —y )=sin X cos y —sin y cos X

Dengan demikian

sin (X —y) =sin X cos y —sin y cos X

Contoh

Dengan menggunakan aturan jumlah dan selisih sudut,

selesaikan bentuk berikut tanpa menggunakan kalkulator

1.
2.
3.
4.

Sin 15°
Sin 75°
Sin 105°
Sin (-1959%

Penyelesaian

1.

2.

sin 15° = sin (45° — 30°)
= sin 45° cos 30° — sin 30° cos 45°

SN AN,

2 2

=15 -1v2

4
-1 _
= (V6 -2)
sin 75° = sin (45° + 30°)

= sin 45° cos 30° + sin 30° cos 45°
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1 1 11
_2\/5'2\/5-'_2'2\/5
1 1
= V6 +:v2
-1
=- (V6 +v72)
3. sin 150° =sin (120° + 30°)
= sin 120° cos 30° + cos 120° sin 30°

=>V3oV3+ (-5

4, sin(-195% = -sin (1959
= - sin (180° + 15°)
= - (sin 180° cos 15° + sin 15° cos 180°)
=-(0. cos 15° + sin 15° (-1))
= - (-sin 15%)
= sin 15°
= sin (45° — 30°)
= sin 45° cos 30° — sin 30° cos 45°

= VZoV3—2.2V2

2 2

=1y5-1yz

4
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B. Jumlah dan selisih dua sudut pada cosines
Untuk bentuk jumlah dan selisih cosines, perlu
diingat bentuk-bentuk berikut yaitu cos (90 — x ) = sin x dan
sin (90 — x ) = cos x. Selanjutnya, untuk bentuk cos (X +y)
dapat dinyatakan dalam bentuk sinus jumlah dua sudut.
Perhatikan bahwa
cos (X +Yy) =sin (90 — (x +V))
=sin ((90 — x) —y)
=sin (90 — x) cos y —sin y cos (90 — x)
karena cos (90 — x ) = sin x dan sin (90 — x ) = cos X,
maka diperoleh
= C0S X COS Yy —Sin y sin X
Dengan demikian,
COS (X +Yy) =CcosXCosy—sinxsiny

Selanjutnya, bentuk cos (x — y) dapat menggunakan
cos (x +y) dengan mengubah bentuknya. Perhatikan bahwa
cos (x —y) =cos (X + (-y))
= €0S X €0s (-y) — sin x sin (-y)
Karena cos (-y) = cos y dan sin (-y) = - sin y, maka
diperoleh

=COoSXCosSy+sinxsiny
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Dengan demikian,

cos (X—y)=cosxcosy+sinxsiny

Contoh
Tanpa menggunakan kalkulator, tentukan hasil dari
1. Cos15°
2. Cos 135°
3. Cos 225°
4. Cos (-75%)
Penyelesaian
1. Cos15  =cos (45°— 309

= cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30°
_1 1,1 1
= 2\/5 S 2\/5 = V3
-1 1
= V2+:V6
2. Cos 135° =cos (90° + 459)
= ¢os 90° cos 45° — sin 90° sin 45°
=0.5V2-1.5v2
_1
=1yz
3. Cos225° =cos (180° + 459
= cos 180° cos 45° — sin 180° sin 45°
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=(-1) V2 - 0.5V2
-_1y7

4, Cos (-75°% = cos (75°) = cos (45° + 30°)
= cos 45° cos 30° — sin 45° sin 30°

2

-1 1mR_1 1
- \/Ez\/§ 2\/_'2

_1mz_1
_4\/8 4\/7

C. Jumlah dan selisih dua sudut pada tangen

Untuk bentuk jumlah dan selisih tangen, perlu diingat

bentuk-bentuk berikut yaitu tanx = % Selanjutnya,

untuk bentuk tan (x + y) dapat dinyatakan dalam bentuk

pembagian sinus dengan cosinus. Perhatikan bahwa

tan (x +y)

sin(x+y)

cos(x+y)

sinx cosy+siny cos x

cosx cosy—sinxsiny

masing-masing pembilang dan penyebut dibagi

dengan cos x cos y, maka diperoleh

sinxcosy+sinycosx
COSXCOSYy

~— cosxcosy-sinxsiny

COsSXcCosy

(
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sinxcosy , sinycosx
_ COSXCOSY COSXCOSY
cosxcosy sinxsiny
COSXCOSYy COSXCOSY

sinx  siny
COSX COSy

sinxsiny
“cosxcosy

tanx+tany
l1-tanxtany

Dengan demikian,

tan (X M y) _ tanx+tany

1-tanxtany

Selanjutnya, untuk tan (x — y) penjabarannya diberikan
kepada mahasiswa sebagai latihan.

Contoh

Tanpa menggunakan kalkulator, hitunglah!

1.
2.
3.
4.

Tan 15°
Tan 135°
Tan 330°
Tan (-225°)

Penyelesaian
1. Tan15° =tan (45°—30°)

_ tan45%°-tan30°
1+tan45° tan30°

(X
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1-3v3

—_ 3
1+1.§\/§

_3-V3
T 3+3

tan (180° — 45%)

tan 180°%—tan 45°
1+tan 1800 tan 450
0-1
1+0.1
-1

1
=—1
3. Tan 330° = tan (360°—30°)

_ tan360°—tan30°
1+tan 3600 tan 30°

o—i\/i
" 140 3

2. Tan 135°

W

3
4, Tan (-225% = -tan (180° + 459)

_ (tan 180°%+tan 45° )
1-tan180° tan 459

_ ( 0+1 )
1-0.1

=—1
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D. Sudut Rangkap
Dari rumus—rumus trigonometri untuk jumlah dua
sudut, dapat dikembangkan menjadi rumus trigonometri
untuk sudut rangkap.
1. sin2a =sin (o + o) = Sin o CoS o + oS a Sin o = 2 Sina
cosa
Jadi

sin 2o = 2 sino. cosa

2. €0S 20.= oS (o + o) = COS 0. COS oL — Sin o Sin o = cos’aL
— sino,

Jadi

COos 2a = coS?a — sina.

Rumus—rumus variasi bentuk lain yang memuat
cos 2o dapat diturunkan dengan mengingat rumus dasar

cos?al + sino = 1.

cos 2oL = cos%a, — sino cos 2a. = cos?a — sina
= cos?o — (1 — cos?a) = (1 - sina) — sin“a.
=2cos’a — 1 =1-2sina
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3.

Sehingga

1) cos 2a = cos?a — sina.
2) cos 2o =2cos?a -1

3) cos2a=1-2sinq

tan a +tan 2 tan
tan2a =tan (o +a) = ¢ ¢ o

l1-tanatana - 1— tanza

Jadi

2tan
tanza:ﬂ

1-tan“a

Contoh :

Diketahui sina = g (a sudut tumpul), tentukan nilai :

a. sinZ2a
b. cos?2a
c. tanZ2a
Jawab :

sina= % maka cos a = —g ( karena sudut tumpul / di

kuadran 2 maka nilai cos negative)
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a. sin2a=25inacosa=2%(_g)z_ﬁ

25
b. cos2a=cos2a—sin2a=8_9 -7
25 25 5
c. Tan2a= sin2a = _ﬁ
cos 2a 7
Latihan :

1. Ditentukan sin A :i—g . Nilai cos 2A = ....

Nilai 1-2sin®36° = ....
Tentukanlah nilai Tan 125°=

oW N

Nilai sin 175" adalah ...
5. Nilai cos (-75) ° adalah ....

E. Merubah Rumus Perkalian ke rumus
Penjumlahan/Pengurangan

1. Dari rumus cosinus untuk jumlah dan selisih 2 sudut
diperoleh:
cos (o + ) =cos o cos B —sin a sin B

cos (o — ) =cos a cos B + sin a sin B

cos (o + B) + cos (o — B) =2 cos a cos P
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Jadi

cos (o + p) + cos (o — B)=2 cos a cos B

cos (o + B) =cos a cos B —sina sin

cos (oo — ) =cos a cos B + sin a sin B

cos (o + ) —cos (o —PB) =—2sina sin B -

Jadi

cos (a+p)—cos (a—PB)=-2sinasinf

. Dari rumus sinus untuk jumlah dan selisih 2 sudut

diperoleh:

sin (o + ) =sin a cos B + cos a sin B

sin (oo.—P) =sina cosPB —cos a sin B

sin (oo + B) +sin (oo — B) =2 sin . cos

Jadi

sin (o + B) + sin (o — B) =2 sin a. cos B

sin (oo + ) =sin a.cos 3 + cos o sin

sin (o — ) =sina cos 3 —cos a sin 3

sin (oo + B) + sin (oo — B) =2 sin . cos
Jadi

sin (o +B)—sin (a—-B)=2cosasinP
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Contoh :

Tanpa tabel atau kalkulator hitunglah nilai :

a. 2sin 105° cos 75° c. cos37,5°cos 7,5°

b. 8 cos 75°sin 15° d. %sin82,5%sin 37,5°

Jawab :

a. 2sin 105° cos 75° = sin (105° + 75°) + sin (105° — 75°)
=sin 180° +sin 30° =0+ %: %

b. 8cos 75°sin 15° =4 (2 cos 75°sin 15° )
=4 (sin (105° + 75°) — sin (105° — 75°))

= 4 (sin 180°— 5in 30°) = 4 (0 %):_2

c. cos 37,5°cos 7,5°

%(2 cos 37,5° cos 7,5°)
= %(Cos (37,5° + 7,5°) + cos (37,5° - 7,59)
_ 1 0 0
= E(cos 45° + cos 30°)
_1 l\/f+£\/§
2\ 2 2

= 2WZ+33)
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d. %sin 82,5%sin 37,5° %(2 sin 82,5° sin 37,5°)

% (cos (82,5° — 37,5°) — cos

(82,5° + 37,5%)

% (cos 120° — cos 45°)

{(1a-4)

—%(\/§+\/§)

Latihan

Tentukan nilai dari :

1. 2cos 40° cos 20° — 2 sin 55° sin 35% = ...
2. sin 39%sin 21° + cos 54° cos 36° = ...

3. 2sin75%cos 15°=....

4. 2cos75%sin15%=....

5. sin45%cos 15° = ...
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BAB II1

ATURAN TRIGONOMETRI DALAM SEGITIGA

A. Definisi Segitiga

Segitiga yang sering dijelaskan kepada kebanyakan
siswa masih dalam kondisi menyebutkan ciri-ciri dan
teorema sebagai definisi. Sebagai contoh definisi segitiga
yaitu suatu bangun datar yang memiliki tiga sisi, tiga sudut
dan jumlah sudut dalam segitiga adalah 180. Jika kita
perhatikan contoh definisi yang demikian, maka terdapat
suatu keganjalan sebab “jumlah sudut dalam segitiga adalah
180” merupakan suatu teorema. Seharusnya hal yang perlu
diperhatikan ketika berbicara masalah definisi maka harus
memahami sifat-sifat dari definisi itu sendiri yaitu berlaku
secara universal.

Menanggapi kondisi yang demikian, penulis
menelusuri seperti apakah definisi segitiga yang benar.
Lewis (1968: 111) mendefinisikan polygon sebagai berikut:

Polygon is the union of the set of points P1, P2, P3, . .., P,

Pn with the line segments P, P,, P,Ps, ..., P,,_1 P, , B,P; such

that if any two of these line segments intersect, their
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intersection will be one of the points Py, P2, Ps3, ..., Pn1, Pn
and no other point. Artinya bahwa poligon adalah gabungan

dari himpunan titik-titik P1, P2, P3, . . ., Pn1, Py dengan

segmen-segmen garis P, P,, P,P; , ..., P,_1 P, , B, P; sehingga
jika dua segmen garis berpotongan maka titik potongnya
merupakan salah satu dari titik-titik P1, P2, P3, . . ., Pn.1, Pn
dan bukan titik yang lain. Selanjutnya Lewis (1968:120)
memberikan definisi segitiga sebagai berikut: a triangle is a
polygon that has three sides. Artinya bahwa segitiga
merupakan suatu polygon yang memiliki 3 sisi.

Perhatikan gambar berikut

A

B A
i /\
¢ & &  ®
B Gl c 62

Gambar G1 bukanlah polygon walaupun memiliki 3 sisi.
Untuk itu, menyalahi definisi segitiga jika gambar tersebut
dikatakan segitiga. Gambar G2 merupakan polygon dan
memiliki 4 sisi. Namun tetap menyalahi definisi segitiga

yang diberikan sebab harus memiliki 3 sisi. Gambar G3
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merupakan polygon dan memiliki 3 sisi. Dengan demikian,

gambar tersebut merupakan suatu segitiga

B. Aturan Sinus

Aturan sinus adalah suatu aturan yang digunakan
untuk mencari ukuran sudut suatu segitiga apabila kedua sisi
di depan sudutnya, dan satu sudut diketahui. Atau dapat
dikatakan pula sebagai aturan untuk mencari ukuran salah
satu sisi di depan sudut suatu segitiga apabila kedua sudut
dan sisi lainnya di depan sudut diketahui. Selanjutnya akan
kita cari rumus aturan sinus pada segitiga.

Misal diketahui segitiga ABC dengan tinggi masing-
masing HB, EA, dan CF berikut:

q

C
g H
Perhatikan segitiga CHB
sinzC = :—g < HB =BCsinsC ......ccccvennne. (D)
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Perhatikan segitiga ABH,
sinzA = % < HB = ABsinZA ..o, (2)

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh

AB sinzA = BC sinzC
AB BC

=2 3)

sinzC sinzA

Perhatikan kembali segitiga FBC,
SinZB =—- & FC=BCSINB .o ()

Perhatikan kembali segitiga ACF,

SiNZA =+ © FC=ACSINZA oo (5)

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh

BC sinzB = AC sinzA
BC AC

e (6)

sinzA ~ sinzB
Dari persamaan (3) dan (6) diperoleh,

AB _ BC _ AC
sinzC sinzA  sinzB
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Contoh 1
Diketahui segitiga ABC dengan AB = 12,6cm, £A = 26°
dan 2C = 70° . Hitunglah panjang BC!

Jawab
C AB _ BC
sinzC ~ sinzA
B 126 _ BC
sin70° ~ sin26°
12,6cm BC = 12,§ sinis" =59
sin70
A Jadi panjang BC adalah 5,9cm
Contoh 2

Diberikan segitiga seperti gambar berikut

C

20cm

Hitunglah besar £A!
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Jawab:

AC _ BC
sinzB  sinzA
20 8
sin 1209 sinzA
sinzA = 3501200 _ 5 35

(dibulatkan sampai 2 angka di belakang koma)

<A = 20,48

(dibulatkan sampai 2 angka di belakang koma)
Jadi besar ukuran sudut A adalah 20,48°

Contoh 3

Suatu kapal berlayar dari negara A dan Negara B dengan
jurusan tiga angka 145° dan dari Negara B melanjutkan ke
Negara C dengan jurusan tiga angka 030° . Apabila jarak
Negara A ke Negara C 120 km dan Jarak Negara C ke B
100km. Hitunglah jarak Negara A ke Negara B!
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Jawab

lustrasi kejadian tersebut adalah seperti gambar berikut:

u

Negara B |

Untuk menentukan jarak A ke B maka besar sudut C perlu
diketahui. Untuk membantu menyelesaikan ini maka perlu

diketahui sudut A dengan menggunakan

100 120
sinzA - sin75
sinzA = M =0.80
120
(dibulatkan sampai 2 angka di belakang koma)
<A =531

(dibulatkan sampai 2 angka di belakang koma)
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Jadi besar sudut A adalah 53,1° sehingga besar sudut C
adalah 51.9°(mengapa?). Oleh sebab itu, jarak Negara A ke

Negara B dapat ditentukan dengan meggunakan

AB 120
sin51.9 - sin 75
120 sin51.9
-~ sin75 978

(dibulatkan sampai 1 angka di belakang koma)
Jadi jarak Negara A ke Negara B adalah 97,8 Km.

C. Aturan Cosinus

Aturan kosinus digunakan untuk menghitung panjang
salah satu sisi segitiga jika dua sisi dan satu sudut diketahui.
Atau dapat pula dikatakan sebagai aturan yang digunakan
untuk menghitung besar sudut jika ketiga sisinya diketahui.
Selanjutnya akan Kita cari rumus untuk aturan cosines.

Misal diketahui segitiga ABC dengan tinggi masing-
masing HB, EA, dan CF berikut:
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Cc

A H
Perhatikan segitiga AHB, diperoleh
- AH=AB coszA
- AH? = AB? - HB?
Perhatikan segitiga CBH, diperoleh
- HC? =BC?-HB?
Perhatikan segitiga ABC, diperoleh AC = AH + HC
Selanjutnya dibuat
AC? (AH + HC)> = AH?+ HC?+2 AHHC
AC? AH? + HC? + 2 AH HC
AH? + HC? + 2 AH (AC — AH)
AH? + HC? + 2 AH AC -2 HC?
- AH? + HC? + 2AH AC
- (AB? — HB?) + (BC? - HB?) + 2 AB coszA AC
- AB? + HB? + BC? -~ HB? + 2 AB AC cosZA
- AB? + BC?+ 2 AB AC cosZA
BC? =AC?+ AB?-2AC AB coszA
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Dengan demikian panjang BC dirumuskan dengan
BC2=AC?+ AB?-2 AC AB coszA
Selanjutnya, akan kita cari rumus untuk sisi AC. Segitiga
yang perlu diperhatikan adalah segitiga ACF dan segitiga
ABF. Pada segitiga ACF diperoleh
- FB=BC cos4«B
- FB*=BC?-CF?
Sedangkan pada segitiga ABF diperoleh
- AF?=AC?-CF?
Perhatikan segitiga ABC, diperoleh AB = AF + FB
Selanjutnya dibuat
AB? (AF + FB)?> = AF?+ FB2+ 2 AF FB
AB?2 AF2 + FB? + 2 AF FB
AF? + FB2+ 2 (AB—-FB) FB
AF2 + FB? + 2 AB FB — 2FB?
AF?-FB2+2 ABFB
(AC? - CF?) — (BC?-CF? + 2 AB BC coszB
AC?-BC?+ 2 AB BC coszB
AC? =AB?+ BC?-2 ABBC coszB
Dengan demikian panjang AC dirumuskan dengan
AC?=AB?+BC?-2 AB BC coszB
Untuk rumus menentukan panjang AB pada segitiga ABC

di atas diserahkan kepada mahasiswa sebagai latihan
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Contoh 1

Diketahui segitiga PQR dengan PQ = 6¢cm, PR = 12cm dan
£QPR = 120°. Hitunglah panjang QR!

Jawab

Segitiga PQR dapat diilustrasikan seperti gambar berikut

R
Pada gambar tersebut, sisi di depan sudut P akan dihitung
panjangnya. Sehingga aturan yang dapat digunakan adalah
aturan kosinus
QR? =PQ?+PR?-2PQ PR coszP
=62+ 12%-2.6.12 .cos 120°
=36 + 144 — 144(— %)
=180+ 72
=252
QR  =+/252 = 15,87 (dibulatkan sampai 2 angka di
belakang koma)
Jadi panjang QR adalah 15,87 cm.
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Contoh 2
Diketahui segitiga seperti gambar berikut

Y

X

Hitunglah besar sudut X!

Jawab
YZ?% = XY? + XZ? -2 XY XZ cos £X

_ XY?+XZ72-YZ?

Cos £X XY X2
_ 12,6%+15,12-7,52
T 2126151
=0,86

ZX =297

Jadi besar sudut X adalah 29,7°
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Contoh 3
Diberikan segitiga berikut

Hitunglah panjang VU!

Jawab

Untuk menghitung panjang VU, kita menggunakan aturan
kosinus pada sisi UW karena sisi tersebut terletak di depan
sudut V yang sudah diketahui sehingga berlaku

UW?2 = VW? + VU? — 2 VW VU cos cos 2V

Selanjutnya memisalkan panjang VU dengan p cm sehingga

dapat diperoleh

(4\/1_32) =122 + p? — 2.12.p cos 60°
208 = 144 + p>—12p

p?—12p-64=0

(p-16)(p+4)=0
p=16 atau p =-4 (tidak dipakai, Mengapa?)
Jadi panjang VU adalah 16 cm.
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D. Luas segitiga

Misalnya diberikan segitiga seperti gambar berikut

Pada gambar di samping, misalnya
kita akan menghitung luasnya. Ingat
bahwa persoalan menghitung luas

segitiga maka dapat kita gunakan

rumus L=%at ;a:alas,t:tinggi

Alas pada segitiga tersebut memiliki ukuran 16 cm. Namun
tinggi dari segitiga belum diketahui, sehingga harus dicari
untuk menghitung luas yang kita inginkan sebelumnya. Ada
berbagai macam solusi yang bisa dilakukan diantaranya
dengan menggunkan dalil pytagoras, perbandingan, dan
trigonometri. Diantara solusi-solusi tersebut, kita akan
menggunakan konsep trigonometri.

Pandanglah segitiga XVVW berikut yang merupakan segitiga
siku-siku di X, diperoleh

w t
sin60° = —
vw
t=VWsin 60°=12 -3 =6V3
Dengan demikian t = 6v/3 cm

sehinga luas segitiga UVW adalah
48+/3 cm?
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Jika kita amati penyelesaian persoalan ini maka dapat
disimpulkan bahwa

L=%at ;a:alas, t:itinggi

t=VWsin 2V
dengan mensubstitusi harga t, diperoleh

L =% a VW sin 2V, dimana alas segitiga adalah UV
Selanjutnya diberikan kondisi gambar berikut dan anda

diminta untuk menghitung luas dari kedua gambar segitiga.

w

18 cm
10cm
18 em

16cm Vv

G1
G2
U

Proses penghitungan luas untuk gambar G1 dan G2 serta
kesimpulan untuk menghitung luas dari masing-masing sisi

yang diketahui diserahkan kepada mahasiswa sebagai latihan
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Contoh 1
Diketahui segitiga ABC samasisi seperti pada gambar

berikut. Hitunglah luasnya

Jawab
Karena segitiga ABC samasisi maka besar masing-masing
sudutnya adalah 60°. Dengan demikian luas segitiga ABC
dapat dihitung sebagai berikut
L =% BC AB sin 60°
=.10.10.5V3

=25V3
Jadi luas segitiga ABC adalah 25v/3 cm?
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Soal Formatif

1. Jika diketahui Tan o :% ,Tentukan nilai sin a, cos

o, cosec o, sec o dan cotan o ?

2. Perhatikan gambar segitiga di bawah ini

B
48 cm A
24 cm
A 45 cm C

Jelaskan nilai sin B, cos B dan tan B!

3. Tentukan nilai sin a dan cot o, jika diketahui cos a

adalah % dengan bantuan gambar segitiga!

4. Tentukan nilai sin £XOT, cos £XOT dan tan
/XOT, jika koordinat titik T adalah sebagai berikut:
a. T(3,4) c) T (-4,6)
b. T (-5,-10) d) T (8,-6)
5. Diketahui AABC siku-siku di B, panjang sisi BC =3
J5.cm dan AB = 3./15 cm.,
Tentukan mZBAC dan m«£BCA ?
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6. Tentukan bentuk sederhana dari trigonometri berikut:
a. Cotan x. sin x

sina+tan a
cotan a + coseca

7. Buktikan identitas berikut:
a. Buktikan (sin A - cos A)? + (sin A + cos A)? =
2.
b. Sina.Cosa.Tana= (1-Cosa) (1+ Cos a).
c. Sinp.Tanp + Cosp = Sec p.
8. Dua orang penjaga pantai berdiri di bibir pantai, jarak

keduanya 152 meter. Pada saat yang sama, mereka
mengamati kapal laut yang menuju ke pantai.
Penjaga pertama mengamati dengan sudut
pengamatan antara penjaga ke dua dengan kapal laut
tersebut 60° sedangkan penjaga kedua mengamati
dengan sudut 50°. Berapakah jarak kapal laut dengan
pantai?
(ket. tan 50° = 1,19 tan 60°=1,73).

9. Seorang pengamat berdiri dengan jarak 20 meter dari
pusat lantai dasar menara eifel seperti tampak pada

gambar di bawah. Jika sudut elevasi 60° dan tinggi
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orang tersebut 1,75 meter, berapakah tinggi menara
eifel tersebut?
(ket. Sin 60°= 0,86, Cos 60°= 0,5, tan 60°=1,73).

10. Jika diketahui bahwa x = sin o + sin f dan 'y
merupakan cos o — cos B, maka nilai terbesar x2 + y?2
tercapai jika....

11. Carilah nilai semua fungsi trigonometri sin, cos dan

tan untuk x berikut ini!

a. x=135°
b. x=-225°
c. X=240°
d. x=315°

12. Hitunglah bentuk trigonometri berikut ini!
a. €o0s 105 + cos 15
b. sin 105 -sin 15
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13. Buktikan susunan nilai trigonometri dibawah ini !

sinx + sin 3x

= tan 2x
cos x + cos 3x

14. Nyatakan dalam bentuk perkalian soal berikut ini!
a. sin X+ 2 sin 2x + sin 3x
b. cos 2x + 2cos 3 x + cos 4x
C. siny+sin 2y +sin 3y —sin 4y
d. cos 3y + cos 4y + cos 5y + cos 6y
15. Hitunglah nilai trigonometri berikut ini!
a. sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45°
b. cos 60° sec 60° tan 30°
c. sin 30° cos 60° - cos 30° sin 60°
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