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Kata Pengantar

Matematika adalah bahasa universal untuk menyajikan gagasan
atau pengetahuan secara formal dan presisi sehingga tidak memungkinkan
terjadinya multi tafsir. Penyampaiannya adalah dengan membawa gagasan
dan pengetahuan konkret ke bentuk abstrak melalui pendeynisian variabel dan
parameter sesuai dengan yang ingin disajikan. Penyajian dalam bentuk abstrak
melalui matematika akan mempermudah analisis dan evaluasi selanjutnya.

Permasalahan terkait gagasan dan pengetahuan yang disampaikan
secara matematis akan dapat diselesaikan dengan prosedur formal matematika
yang langkahnya sangat presisi dan tidak terbantahkan. Karenanyamatematika
berperan sebagai alat komunikasi formal paling eysien. Perlu kemampuan
berpikir kritis-kreatif untuk menggunakan matematika seperti uraian di atas:
menentukan variabel dan parameter, mencari keterkaitan antarvariabel dan
dengan parameter, membuat dan membuktikan rumusan matematika suatu
gagasan, membuktikan kesetaraan antarbeberapa rumusan matematika,
menyelesaikan model abstrak yang terbentuk, dan mengkonkretkan nilai
abstrak yang diperoleh.

Buku Matematika Kelas XII untuk Pendidikan Menengah ini disusun
dengan tujuan memberi pengalaman konkret-abstrak kepada siswa seperti
uraian di atas. Pembelajaran matematika melalui buku ini akan membentuk
kemampuan siswa dalam menyajikan gagasan dan pengetahuan konkret
secara abstrak, menyelesaikan permasalahan abstrak yang terkait, dan berlatih
berykir rasional, kritis dan kreatif.

Sebagai bagian dari Kurikulum 2013 yang menekankan pentingnya
keseimbangan kompetensi sikap, pengetahuan dan keterampilan, kemampuan
matematika yang dituntut dibentuk melalui pembelajaran berkelanjutan
yaitu dimulai dengan meningkatkan pengetahuan tentang metode-metode
matematika, dilanjutkan dengan keterampilan menyajikan suatu permasalahan
secara matematis dan menyelesaikannya, dan bermuara pada pembentukan
sikap jujur, kritis, kreatif, teliti, dan taat aturan.
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Buku ini menjabarkan usaha minimal yang harus dilakukan siswa
untuk mencapai kompetensi yang diharapkan. Sesuai dengan pendekatan
yang dipergunakan dalam Kurikulum 2013, siswa diberanikan untuk mencari
dari sumber belajar lain yang tersedia dan terbentang luas di sekitarnya. Peran
guru sangat penting untuk meningkatkan dan menyesuaikan daya serap siswa
dengan ketersedian kegiatan pada buku ini. Guru dapat memperkayanya
dengan kreasi dalam bentuk kegiatan-kegiatan lain yang sesuai dan relevan
yang bersumber dari lingkungan sosial dan alam.

Sebagai edisi pertama, buku ini sangat terbuka terhadap masukan
dan akan terus diperbaiki dan disempurnakan. Untuk itu, kami mengundang
para pembaca untuk memberikan kritik, saran dan masukan guna perbaikan
dan penyempurnaan edisi berikutnya. Atas kontribusi tersebut, kami ucapkan
terima kasih. Mudah-mudahan kita dapat memberikan yang terbaik bagi
kemajuan dunia pendidikan dalam rangka mempersiapkan generasi seratus
tahun Indonesia Merdeka (2045).

Jakarta, Januari 2015

Menteri Pendidikan dan Kebudayaan
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1

Matriks

Kompetensi Dasar Dan Pengalaman Belajar

11

21

3.1

4.1

Kompetensi Dasar

Menghayati dan mengamalkan ajaran
agama yang dianutnya.

Menghayati perilaku disiplin, sikap
kerjasama, sikap kritis dan cermat

dalam bekerja ~ menyelesaikan
masalah kontekstual.

Menganalisis konsep, nilai
determinan  dan sifat  operasi

matriks serta menerapkannya dalam
menentukan invers matriks dan dalam
memecahkan masalah.

Menyajikan dan menyelesaikan model
matematika dalam bentuk persamaan
matriks dari suatu masalah nyata yang
berkaitan dengan persamaan linear.

Pengalaman Belajar

Melalui pembelajaran matriks, siswa
memperoleh pengalaman belajar:

1.

Mengamati  dan  menemukan
konsep determinan matriks beserta
sifat operasi determinan matriks.
Mengamati  dan  menemukan
konsep invers dari matriks.
Menerapkan konsep matriks dalam
menyelesaikan masalah sehari-hari.

Sumber : http//www.dreamstime.com



. Biogray Grabiel Cramer

Gabriel Cramer (1704 f 1752)
adalah seorang ahli matematika
dari Swiss. Meski Cramer tidak
digolongkan sebagai ahli matematika
terbesar pada zamannya, tetapi
kontribusinya ~ sebagai  pemilah
gagasan-gagasan matematis telah
memberinya  posisi  terhormat
dalam sejarah matematika. Cramer
melakukan ~ banyak  perjalanan
dan bertemu dengan banyak ahli
matematika terkemuka pada masa itu.

Sumber: wikipedia.org Hasil karya Cramer yang paling

terkenal adalah Introduction

alianalyse des lignes courbes algebriques (1750), yang merupakan studi

dan klasiykasi kurva-kurva aljabar dimana aturan Cramer muncul dalam
lampirannya.

Meskipun aturan itu menggunakan namanya, tetapi berbagai gagasan telah
dirumuskan sebelumnya oleh banyak ahli matematika. Namun demikian,
catatan penting Cramerlah yang membantu memperjelas dan mempopulerkan
teknik ini.

Kematiannya pada usia 48 tahun disebabkan kerja terlalu keras dan kecelakaan
akibat terjatuh dari kereta. Cramer adalah orang yang baik dan menyenangkan
dan mempunyai minat yang luas. la menulis mengenai ylsafat hukum dan
pemerintahan serta sejarah matematika. la bekerja pada kantor pemerintahan
dan berpartisipasi di angkatan bersenjata di bagian artileri dan kegiatan
pembentengan pemerintah. la juga menjadi instruktur bagi para pekerja
mengenai teknik perbaikan katedral dan melakukan penggalian peninggalan
katedral. Cramer menerima banyak gelar kehormatan untuk kegiatan-kegiatan
yang dilakukannya.

(sumber: Anton, H. Dan Rorres, C. 2004. Aljabar Linear Elementer, Versi Aplikasi, terjemahan.
Jakarta: Erlangga).
www-history.mes.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cramer.html

Hikmah yang mungkin bisa kita petik adalah:
Hasil baik yang didapat dikemudian hari merupakan buah dari kerja keras.






. Ingat Kembali

Konsep matriks telah Anda pelajari di kelas X. Matriks dideynisikan
sebagai susunan bilangan yang diatur menurut aturan baris dan kolom dalam
suatu susunan berbentuk persegipanjang. Susunan bilangan itu diletakkan di
dalam kurung biasa ()T atau kurung siku i[ JT. Untuk menamakan matriks,
disepakati menggunakan huruf kapital.

Ordo atau ukuran matriks menyatakan banyaknya baris dan kolom suatu
matriks dan dinotasikan dengan m 3 n (m baris dan n kolom).

Contoh:
e2 lg el 2 3g
AZ¢ B¢ 0
ga bu e—3 5 Ou

Matriks A memiliki dua baris dan dua kolom, ditulis A,. Matriks B
memiliki dua baris dan tiga kolom, ditulis B, .

Unsur atau elemen matriks pada baris ke-i kolom ke-j dinotasikan a,.
Pada matriks A di atas, elemen baris ke-1 kolom ke-1 (a,,) adalah 2, elemen
baris ke-1 kolom ke-2 (&,,) adalah 1, elemen baris ke-2 kolom ke-1 (a,,)
adalah a, dan elemen baris ke-2 kolom ke-2 (a,, ) adalah b.

Pada pembahasan ini, Anda akan mempelajari pengertian determinan

matriks 131, 232, dan 333 serta sifat-sifat determinan. Determinan matriks
merepresentasikan suatu bilangan tunggal. Determinan diperoleh dengan
mengalikan dan menjumlahkan elemen-elemen matriks dengan cara yang
khusus. Pembahasan tentang determinan merupakan dasar untuk menentukan
invers suatu matriks dan dalam masalah sistem persamaan linear.

Subbab 1.1 Determinan Matriks 131

QA

<

o

Deynisi :Diberikan matriks A= [a]. Determinan matriks A, dinotasikan det(A)
adalah a.

Catatan :notasi lain untuk determinan matriks A adalah |A| atau |a|, dengan
[A=]al.

4 o
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@[Contohki™

Diberikan matriks B = [2] dan C :[—3]. Tentukan determinan dari matriks
B dan C

|@| Alternatif Penyelesaiar>

Berdasarkan deynisi determinan matriks 131, det(B) = 2 dan det(C) = -3

Hati-hati, untuk matriks 131 jangan bingung dengan notasi i| [T pada
determinan dan notasi nilai mutlak.

Subbab 1.2 Menentukan Determinan Matriks 232 dan Sifat-sifatnya
Menggunakan Kofaktor.

. Kegiatan 1.2.1 Minor, Kofaktor dan Determinan Matriks 232

Determinan matriks hanya dimiliki oleh matriks persegi. Determinan
matriks dapat digunakan untuk menentukan invers matriks atau menyelesaikan
sistem persamaan linear. Pada subbab ini akan mempelajari determinan
matriks 232 yang didasarkan pada ekspansi kofaktor. Untuk menentukan
kofaktor Anda harus mempelajari minor suatu matriks terlebih dahulu.

)

+< Ayo Mengamati

L Cenieh 12 2

Diberikan matriks A = 2_3 53. Dari matriks A diperoleh:
6-1 2q

M, =[2|=2 C, =(-1)"02=2

M, =|-1=-1 C, =(-1)"0(-1) =1

|
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(-1)""05=-5
M,, =|-3=-3 (-1)**0(-3)=-3

M,, disebut minor entri a,, dan C,, disebut kofaktor entri a,,

M by = |5| =5 CZl
C22

M,, disebut minor entri a , dan C,, disebut kofaktor entri a,,
M, disebut minor entri a, dan C,, disebut kofaktor entri a,,
M,, disebut minor entri a,, dan C,, disebut kofaktor entri a,,

Hubungan antara minor tiap entri matriks A dan matriks A disajikan dalam
Tabel 1 berikut.

Tabel 1. Hubungan antara minor tiap entri matriks A dan matriks A

Hubungan dengan

Matriks A Keterangan
e 2 Baris pertama dihapus
8, =-3| My=2=2 1 24 Kolom pertama dihapus
: z Baris pertama dihapus
a,=5 | M,=[-1=-1 k-1 24 Kolom kedua dihapus
e-p Sg Baris kedua dihapus
8y =-1|M,=5=5 & Y Kolom pertama dihapus
e-3 bo Baris kedua dihapus
8, =2 | M, =[-3=-3 3 o Kolom pertama dihapus

Dari Tabel 1, M,, adalah determinan submatriks setelah baris ke-1 dan
kolom ke-1 dihapus. M,, adalah determinan submatriks setelah baris ke-1
dan kolom ke-2 dihapus. M,, adalah determinan submatriks setelah baris ke-2

dan kolom ke-1 dihapus. M,, adalah determinan submatriks setelah baris ke-2
dan kolom ke-2 dihapus.

i
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& [COTTCHIS D

32 3
Diberikan matriks B = 21 43. Tentukan semua minor dan matriks kofaktor

matriks B. ¢ u

|@| Alternatif Penyelesaiar>

Berdasarkan deynisi, minor dan kofaktor matriks B disajikan dalam tabel
berikut.

M,, =|4|=4 C,=(T)44=4
M, =[] =1 C,= (M1 =-1
M,, =[3]=3 C,, = (T1)*43 = -3
M,, =]2|=2 C,, = (T1)#42=2
Minor matriks B = gg ;gdan matriks kofaktor dari matriks B = g 43 _213.
e u e- u

L Ceniteh 14 o

2 3
Diberikan matriks C = 22 Og' Tentukan semua minor dan kofaktor masing-
e u

masing entri matriks C.

|
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|@| Alternatif Penyelesaiar>

Minor Kofaktor

My, = |0| =0 Cy= (T)*40=0
My, = |2| =2 Cp,= (T2 = -2
M,, =|3|=3 C,=(-1)"13=-3
M22:|2|:2 C22:(_1)2+202:2
50 2 e 0 -2
Minor matriks C adalah g S dan kofaktor matriks C adalah g S
3 2 -3 2
g u € u

Berdasarkan Contoh 1.2, Contoh 1.3, dan Contoh 1.4 buatlah deynisi tentang
minor dan kofaktor dari suatu entri matriks 232. Tulislah deynisi yang Anda
buat pada tempat berikut ini.

. Kegiatan 1.2.2 Determinan Matriks 232,

Determinan matriks 232 dideynisikan sebagai berikut.

9
Deynisi Determinan.
Diberikan Matriks A ordo 232. Determinan matriks A dideynisikan sebagai:

det(A) = a,C, +a,C,

Dengan a,,, @, berturut-turut entri baris ke-1 kolom ke-1 dan entri baris ke-1

kolom ke-2 pada matriks A. C;,dan C,, berturut-turut kofaktor entri &, dan &,

i
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& [COTTCHETS I

e2 3 04 -1

Matriks B = g g pada Contoh 1.3 memiliki kofaktor g g.
1 4 -3 2

e u e u

Berdasarkan deynisi determinan matriks diperoleh det(B) =204 +30(-1) =5

(z)) Ayo Menanya

Dari beberapa contoh di atas, mungkin ada pertanyaan-pertanyaan yang ingin

Anda sampaikan. Pertanyaan berikut mungkin juga Anda tanyakan adalah:
1Apakah ada cara lain untuk menentukan determinan matriks 23277,

Tulis pertanyaan Anda pada tempat berikut.

& [COTTCHITClp

02 2 el -1
Diberikan matriks D:g g. Minor matriks D adalah g S dan
-1 1 2 2
e u € u
. . . el 1g .
matriks kofaktor dari matriks D adalah ¢ 20. Berdasarkan deynisi
e~ u

determinan matriks diperoleh det(D) =201+201=4.

Perlu Anda ketahui, deynisi determinan matriks A,, adalah
det(A) = a,C, +a,C,,, dengan a;,a,,,C,;,C,, berturut-turut entri baris ke-1
kolom ke-1, entri baris ke-1 kolom ke-2, kofaktor entri a,, dan kofaktor entri

pada matriks A. a,,C,, +a,,C,, disebut ekspansi kofaktor baris pertama pada
matriks A.

|
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Determinan matrik secara umum dapat dicari dengan ekspansi kofaktor baris
ke-i atau kolom ke-j pada matriks tersebut.

Coba Anda tentukan ekspansi baris pertama, kedua, kolom pertama dan kolom
kedua matriks D.

Tulis hasil yang Anda dapatkan pada tempat berikut:

Ekspansi Kofaktor Determinan Matriks D
Baris pertama a,C,+a,C,=201+201=4
Baris kedua a,C, +a,C,=(-2/-1) + 12 +4
Kolom pertama a,C, +a,C, =2+ (-1i(-2)=4
Kolom kedua a,C, +a,,C,, =201+102=4

aj’ Tantangan

Anda telah mempelajari bagaimana menentukan determinan matriks 232
melalui ekpansi kofaktor. Sekarang coba Anda membuat rumus sederhana

: : L . ea bg
untuk menentukan determinan matriks 232 jika diberikan matriks A= g q 0
eC dy

dengan menggunakan deynisi determinan matriks 232. Tuliskan pekerjaan
Anda pada tempat berikut.

i
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. Kegiatan 1.2.3 Sifat-sifat Determinan Matriks 232

Anda telah mempelajari determinan matriks 232 dengan ekspansi kofaktor.
Selanjutnya Anda akan mempelajari sifat-sifat determinan matriks 232.

€D
< Ayo Mengamati

L Conish 17 g

81 3 03 -2
Diberikan matriks A = g gdan B= g 3.
82 1y 82 19

det(A) =101-302 = -5 dan det(B) =301-(-2)02=7
Jika kedua matriks tersebut dikalikan maka

AB = el 3283 -2g e3+6 —2+3z e9 lg
e2 1“62 1LJ e6+2 ~4+18 &8 -3“

det(AB) = 9(-3) -108 = -35

g3 —2ge1 3@ e3 4 9- 2@ -1 7;5
BA=¢ 0= é U
62 1 2 1 2+2 6+1y 64 7

det(BA) = (-1)07 - 704 = -35

@|[Contohkl’s)

eO 9;\a

o 1
Diberikan matriks C = g u d N
_1u

6-3 -
det(C) =102 - 20(~3) =8 dan det(D) = 00(~1)-90(-2) =18

Sehingga det(C)0det(D) = 8018 =144
Jika kedua matriks tersebut dikalikan, maka

" 11
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D = el 2@e0 9g e0-4 9-2 g ¢-4 7@
€3 U o _1UT€g_4 _p7-207§ 4 _n0¥

det(CD) = (-4)0(-29) - 70(-4) =144

(:30 9ge1 Zg g0 - 27 0+18;zj g-27 18@

DC =
2 U3 UTE o4z 4207k gl

det(DC) = (-27)0(-6) -1801 =144
L Cenitshild 2
g2 lg

2 3
Diketahui matriks E = g g. Transpose dari matriks E adalah E" = é 0
17 37
e u e u

det(E) =207 -301=11 dan det(E") =207 -103=11

@ [Contohf%10)

: : : el 8g : .

Diketahui matriks F =g ) Ou' Transpose dari matriks F adalah
e- u

r_el -2g

F T U

det(F) =100 -80(-2) =16 dan det(FT) =109 - (-2)08 =16

@ |[Contohfiti,l

1 2 11 21 5
Diketahui matriks G =5 “9 H =g~ Sdanl=5 " 2 Padamatriks-
65 20" E1 2l §-3 ol

matriks tersebut berlaku hubungan GH =1
det(G) =102 -205=-8 dan det(H) = (-1)02-101=-3
serta det(1) =109 -50(-3) = 24
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det(G) = -8 det(H) = -3

24 24
-3 -8

_ det(l) _det(1)
~ det(H) ~ det(G)

L JCenitlh 2 o

22 4 el 3
Diketahui matriks J =g 8 dan K :g g
e6 8u 85 7U

g2 4;2; g6 12;21
3J =3
£6 8u e18 24‘fI

13 |= 6024 -12018 = 9(208 - 406) = 3*|J|

el 3@ e2 6g

2K =24 0 = 2014-6010 =4(107 -305) =22 K|
§ 74 610 14y

@ |[Contohfti3)

bg . ..
Jika semua unsur pada suatu baris atau kolom matriks L= e dg dikalikan
skalar k, apa yang dapat disimpulkan? u

|@| Alternatif Penyelesaiar>

Untuk membuat kesimpulan secara umum, perlu ditinjau beberapa kasus.
Kasus pertama, masing-masing entri baris pertama dikalikan skalar k kemudian
dicari determinannya. Kasus kedua, masing-masing entri baris kedua dikalikan
skalar k kemudian dicari determinannya. Kasus ketiga, masing-masing entri
kolom pertama dikalikan skalar k kemudian dicari determinannya. Kemudian
Kasus keempat, masing-masing entri kolom kedua dikalikan skalar k kemudian
dicari determinannya. Dari keempat kasus tersebut, buatlah kesimpulan.

" 13
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Sekarang, carilah determinan dari masing-masing kasus di atas dan buatlah
kesimpulan pada tempat berikut.

(2?)) Ayo Menanya |

Setelah Anda mengamati dengan cermat Contoh 1.7 sampai Contoh 1.13,
mungkin Anda mempunyai beberapa pertanyaan. Mungkin salah satu
pertanyaan Anda adalah sebagai berikut:

1. Apakah pada matriks berordo 232 selalu berlaku det(A)0det(B) = det(AB)

2. Apakah pada matriks berordo 232 selalu berlaku det(A) = det(A")
3. Jika AB = C, dengan A, B dan C adalah matriks berordo 232, apakah A, B

det(C) .
det(a) 9

det(A) = det(€) berlaku secara umum? dan apakah det(B) =
det(B)

berlaku secara umum?

Nabh, tuliskan pertanyaan-pertanyaan Anda pada tempat berikut:

i
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Untuk menjawab beberapa pertanyaan tentang sifat determinan matriks, buat

. . ga b ge f
beberapa matriks dalam bentuk umum, misalkan A= ¢ gdan B=¢ g
éc dy €9 hyg

Selidiki apakah det(A)idet(B) = det(AB) berlaku secara umum?

Petunjuk: untuk menyeleidiki apakah berlaku det(A)idet(B) = det(AB),
tentukan det(A), det(B) dan tentukan matriks AB, kemudian carilah det(AB)
Tulis hasilnya pada tempat berikut.

Menyelidiki apakah det(A) = det(A") berlaku secara umum?

Petunjuk: untuk menyeleidiki apakah berlaku det(A) =det(A"), tentukan
det(A), AT, dan det(A") Tulis hasilnya pada tempat berikut.

Selidiki apakah Jika AB = C, dengan A, B, dan C adalah matriks berordo 232 dengan

det(C) atau det(B) = det(C) ?
det(B) det(A)

" 15
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det(A) . O, det(B) , 0, maka berlaku det(A) =




Petunjuk: kalikan matriks A dan B sehingga menghasilkan matriks C. Hitung
det(C), det(B) dan det(A). Tulis hasilnya pada tempat berikut.

@ |[Contohfl¥1z

Buatlah sebarang dua matriks Adan B dengan ordo 2x2. Kemudian tentukanlah:
a. A+B

b. AAB

det(A) dan det(B)

d. det(A+ B) dan det(AfiB)

ulangi perintah (a) sampai (d) dengan sebarang dua matriks ordo 232 yang
lain.

Buatlah kesimpulan dari kegiatan yang telah Anda lakukan kemudian tulislah
kesimpulan tersebut pada tempat berikut.

o

Ayo
Mengomunikasikan

Anda telah membuat kesimpulan tentang sifat-sifat determinan matriks berordo
232, Tulislah kesimpulan yang Anda buat pada selembar kertas. Kemudian
tukarkan kesimpulan Anda dengan teman yang lain. Cermati kesimpulan
teman Anda, Kritisi, dan tanyakan jika ada hal yang kurang mengerti. Secara
santun, berikan saran perbaikan jika dianggap perlu.
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Subbab 1.3. Determinan Matriks 333 dan Sifat-Sifatnya

)

< Ayo Mengamati

Pada pembahasan sebelumnya Anda telah mempelajari determinan matriks
berordo 232 beserta sifat-sifat determinannya. Selanjutnya, Anda akan
mempelajari determinan matriks berordo 333. Sebelum mempelajari cara
menentukan determinan matriks ordo 333, Anda harus mempelajari tentang
pengertian minor dan kofaktor pada matriks 333.

@[Contohfi1s

e-1 2 1g
Diberikan matriks M = g 8 7 43. Tentukan minor dan kofaktor matriks M.
g0 -1 6y

|@| Alternatif Penyelesaiar>

Untuk menentukan minor dan kofaktor masing-masing entri matriks M serupa
dengan menentukan minor dan kofaktor matrik ordo 232. Minor dari a,,,
disimbolkan M, adalah determinan submatriks setelah baris pertama dan kolom
pertama dihapus. Berikut disajikan minor masing-masing entri matriks M.

Entry Matriks M Minor Keterangan
e (%] ) )
é 7 4g 74 46 Baris pertama dihapus
My € u 1 6 Kolom pertama dihapus
eq -1 6y
e [4] ) _
g 4g 8 4| 48 Baris pertama dihapus
M, e u 0 6l Kolom kedua dihapus
C 1 6g
|
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Entry Matriks M Minor Keterangan
8 7 Baris pertama dihapus

My o -1~ 8 |Kolom kedua dihapus

el 2 1g

e u 2 1 Baris kedua dihapus
M, é u 1 ¢ 1 [Kolom pertama dihapus

6q -1 6y

e-1 lg

é u -1 1 Baris kedua dihapus
M,, € u o 6 -6 | Kolom kedua dihapus

g0 {1 6y

e-1 2 1g

e u -1 2 Baris kedua dihapus
M, é u 0 =1 | Kolom ketiga dihapus

0 -1 ¢H B

e 1o _

e 4(1 2 1 Baris ketiga dihapus
M, g H _ Kolom pertama dihapus

e-1 lg

e 8 4(1 -1 1 Baris ketiga dihapus
M, e E s 4 -12 | Kolom kedua dihapus

e-1 @ _

e 8 u -1 2 Baris ketiga dihapus
M, g E g 71~ 23 |Kolom ketiga dihapus

eM;, M, M, g ¢46 48 -8g
Sehingga minor matriks M adalah ng M,, MZSH: 213 -6 1 3
My My, Mssg @ 1 -12 '239

i
Kelas XIl SMA/MA




C,=(-1)™0M,, = (-1)?046 =46  C,, = (-1)**0M,, = (-1)°01=-1

C, = (-1)¥20M,, = (-1)°048=-48  C, = (-1)**IM,, = (-1)*01=1

C = (-1 1M, = (-1)*1(-8) = -8  C,, = (-1)*?0M,, = (-1)°0(-12) =12
C, = ()% 0M,, = (-1)°013=-13  C,, = (-1)**IM,, = (-1)°1(-23) = -23
C,, = (-1)*20M,, = (-1)*0(-6) = -6

eC, C, C,o €46 -48 -8g
Sehingga kofaktor matriks M adalah ZCZl C,, 0233: 2—13 -6 -1 3
6031 C32 C33g 6 1 12 _239
@ [Contohf%16]
el 2 -lp
Tentukan minor dan kofaktor matriks A= 2—2 3 0 3
g-3 4 -4y
|@| Alternatif Penyelesaiar>
3 0 2 -1 2 -1
MaZly =712 Mamy 7 Majp )7
-2 0 1 -1 1 -
MaZ| 3 470 MaTlg 77 MeZ|, o772
-2 3 1 2 1 2
Mls-_3 4=1 MZ?,-_3 4=10 M33-_2 3=7
e-12 8 1lg
Sehingga minor matriks A adalah g -4 -7 103
£3 -2 7¢
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e-12 -8 1 g
dan kofaktornya § 4 -7 -10p

£3 2 74y

@ [Contohjifii7g
el 2 -lg

Matriks A:Z—Z 3 03 pada Contoh 1.16 memiliki kofaktor
E-3 4 -4

e-12 -8 1l g

g 4 -7 —103. Tentukan ekpansi kofaktor baris pertama, kedua, dan
£3 2 74y

ketiga serta ekspansi kofaktor kolom pertama, kedua dan ketiga pada matriks A.

|@| Alternatif Penyelesaiar>

Ekspansi  kofaktor baris ke-i matriks 333 dideynisikan sebagali
a,C, +a,C;, +a,;,C;;dengan a; adalah entri baris ke-i kolom ke-j dan C,

kofaktor baris ke-i kolom ke-j.
Ekspansi kofaktor baris ke-1 pada matriks A= 10(-12) + 20(-8) + (-1)01= -29

Ekspansi kofaktor baris ke-2 padamatriks A= (-2)04 +30(-7) + 00(-10) = -29
Ekspansi kofaktor baris ke-3 pada matriks A= (-3)03+402+(-4)(7 = -29

Ekspansi  kofaktor kolom ke-j matriks 333 dideynisikan sebagali
a1jC1j +a2jC2j + aSjCSj .

Ekspansi kofaktor kolom ke-1 pada matriks A = 10(-12)+(-2)04 +(-3)03=-29
Ekspansi kofaktor kolom ke-2 pada matriks A = 20(-8) +30(-7) + 402 = -29

Ekspansi kofaktor kolom ke-3 pada matriks A = (-1)01+00(-10) +(-4)07 = -29

i
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Jika diamati ekpansi kofaktor baris ke-i atau kolom ke-j pada contoh 1.17
menghasilkan nilai yang sama, yaitu -29. Nilai inilah yang disebut dengan
determinan matriks A.

@ |[Contoh}1ti18]

¢l -1 Og
Tunjukkan bahwa determinan matrik R = 22 1 —23 adalah 11.
g0 1 3y
|@| Alternatif Penyelesaiar>
§5 6 Zg
Minor untuk masing-masing entri matriks R adalah 2—3 3 13 dengan
g2 -2 3y
5 -6 2g
matriks kofaktornya 23 3 -1y,
2 2 3y

Ekspansi kofaktor baris pertama = 105 + (-1))(-6) + 0i2=5+6 = 11
Jadi benar bahwa determinan matriks R adalah 11.

Coba Anda selidiki ekspansi kofaktor baris kedua, baris ketiga, kolom pertama,
kolom kedua, dan kolom ketiga.

@ |[Contohf1t19)

2 3 2g
Matriks N = go p 13mempunyai determinan 9. Tentukan nilai terkecil p+9.
Ep 0 4y
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|@| Alternatif Penyelesaiar>

Akan dicari C , C,,dan C ,.

C11 = (_1)1+1M11 = (_1)20

p 1 .
=10(4p-0)=4
. 4‘ (4p-0)=4p

0 1 )
Cp, = (-)"*M,, = (-1)° ‘= (-D00-p)=p
p 4

0 )
Cp = (_1)l+3M13 = (_1)4 b 0 =10(0- pz) =- p2

)
Oleh karena det(N) =9, maka

det(N) = a’l]_Cll + a12012 + a13C13
9=204p+30p+20(-p?)
0=-2p®+11p-9
0=2p*-11p+9
0=(2p-9)(p-1)

Sehinggap=1atau p= %
Jadi nilai terkecil p + 9 adalah 1 + 9 =10

Setelah mengamati Contoh 1.17, 1.18, dan 1.19, silahkan Anda deynisikan
determinan matriks 333

Sl -
o Debpnisi

Deynisi Determinan Matriks 313.

€ay a, a;@ (‘?Cll Co, Gy 9
Misalkan matriks A= ga21 a,, ay 3 memiliki kofaktor 2C21 C, C, 3
B ap any 8C Ci, CyuH

determinan matriks A dideynisikan sebagai det(A) = a,,C,; +a,,C,, +a,,C,,

i
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da, a, 8,0

& [CoNEOR20p

Diberikan matriks A=ga, @, a,; dengan kofaktor matriks A

ga, a, a,l

@‘Cn Cp Clsf?

gczl C,, Czsg Berdasarkan  deynisi, determinan matriks A adalah

éC31 C32 C339

det(A) = a,Cy, +a,Cp, + aiSCls'
jika diuraikan menghasilkan
det(A) =a,,C,, +a,C;, +a,,C;;

a a
=a,(- 1)1+1 22 Y23
T a;, ay

a'21 a23
83 85

a21 a22
8 8y

1+2

ta, (_ 1)1+3

ta, (_1)

a11(azza33 - azsasz) -, (321333 - a23""31) +ay, (az1a32 - a22a31)
= Q485,855 ~ 84485383, ~ 88y, 853 T A,Ap385 T Q38,83 ~ 838,85
= 8y,89,85; + Q,Qp305; + A)38y,83, — 81385383, ~ 81,8855 ~ 8;38, 8y

Jadi det(A) = a,,8,a, +a,,8,58y * 813853, ~ &,8,83, ~ 81,8y,85; ~ A38pdy -

Untuk memudahkan menghafal det(A) digunakan cara kaidah Sarrus berikut:

(‘?—3 4 2 2
Sebagai contoh, Tentukan determinan matriks N=£2 1 3
§1 0 -1
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|@| Alternatif Penyelesaiar>

Untuk menentukan determinan matriks N, digunakan kaidah Sarrus.

+ + +

det(N) = (=3)010(~1) + 40301+ 20200 - 10102 - 0030(-3) - (-1)0204 = 21

@ [Contohf1™2,1
el 2 -lg

Diberikan Matriks C = 23 8 2 ﬂ Jika CTadalah transpose matriks C,
g1 0 -1y

selidiki apakah det(C) = det(C")?

|@| Alternatif Penyelesaiar>

el 2 -lg el 3 1g
Diketahui C = 23 8 2 ﬂ sehingga C' = g 2 8 0 ﬂ Dengan
g1 0 -1y -1 2 -1y

menggunakan Kaidah Sarrus diperoleh

det(C) =1080(~1) + 20201+ (-1)0300 - 1080(-1) - 00201 - (~1)0302 =10
det(C") =1080(-1) +3000(-1) +10202 - (-1)0801- 20001~ (-1)0203=10

Jadi det(C) =det(C")

i
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& [COTE22)

e2 1 Og el 3 2g
Diberikan  matriks K = 23 -1 1Hdan L= 2—4 4 23. Apakah
g2 0 1y £3 1 2y

det(KL) = det(K ) det(L) 2

|@| Alternatif Penyelesaiar>

@2 1 Og(,e 1 3 Zg @—2 10 Gg

KL = 23 -1 132—4 4 24= 210 6 6 Dengan menggunakan kaidah
2 0 1963 1 2 €5 7 6y

Sarrus diperoleh:

det(KL) = (~2) 616 + 10i6i5 + 611017 - 5i6i6 - 7i6l(-2) - 6110410 = -48

det(K) = 2i(-1)A + 14142 + 0i310 - 2i(-1)i0 - OM14A2 - 14341 = -3

det(L) = 21442 + 30213 + 2i(-4)i1 - 3042 - 1021 - 2i(-4)i3 = 16

Jadi det(K)idet(L) = (=3)i16 = -48 = det(KL)

E | Cenitslh 128 2
el 2 1lg

Diberikan matriks P=2-1 -2 13, tentukan det(3P)dan selidiki
63 5 2§

hubungannya dengan det(P)

|@| Alternatif Penyelesaiar>

el 2 1g ¢3 6 3g
3P = 32—1 -2 13: g— -6 33, dengan menggunakan kaidah Sarrus
g3 5 2y g9 15 6y

diperoleh
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det(3P) =30(-6)06+60309 +30(-3)015-90(-6)03-150303-60(-3)06 =54
det(P) =10(-2)02+ 20103 +10(-1)05 - 30(-2)01- 50101 - 20(-1)02 =2

Hubungan det(3P) dengan det(P) adalah det(3P) = 27.det(P) = 3° det(P)
%) Ayo Menanya '

Setelah mempelajari beberapa contoh di atas, tentu ada beberapa pertanyaan
yang ingin Anda kemukakan. Mungkin pertanyaan-pertanyaan tersebut antara
lain:

a. Apakah dalam matriks 323 selalu berlaku det(A) = det(A") ?

b. Apakah det(AB) = det(A)0det(B) selalu berlaku dalam matriks 333?

c. Apakah det(kA) = k® det(A)selalu berlaku dalam matriks 333?

d. Apakah det(A+ B) =det(A) + det(B) selalu berlaku dalam matriks 333?
e. Apakah det(A- B) =det(A) - det(B) selalu berlaku dalam matriks 333?

Mungkin Anda memiliki pertanyaan lain yang ingin dikemukakan. Silahkan
tulis pertanyaan tersebut pada tempat berikut.

yo Menggali Inform@

el 2 1g el 5 2g
Matriks A=¢0 1 1 gdan B=¢0 3 -2jadalah contoh matriks yang
¢4 2 -7 -3 1 5§

i
Kelas XIl SMA/MA



tidak memenuhi hubungan det(A+ B) = det(A) +det(B), mengapa? Coba
Anda cari det(A), det(B), dan det(A + B).

el 0 Og e-1 0 Opg
Matrik | = 20 1 Ogdan J= g 0 -1 0 Hadalah contoh matriks yang
g0 0 1y g0 0 -1y

memenuhi hubungan det(l + J) = det(l) + det(J), mengapa?

Oleh karena dapat ditunjukkan contoh penyangkal yang mengakibatkan
det(A+B) , det(A)+det(B), disimpulkan bahwa pada matriks 333 tidak
selalu berlaku det(A+ B) = det(A) + det(B) . Masih banyak contoh penyangkal
lain yang menyebabkan det(A+B) . det(A)+det(B), dapatkah Anda
mencarinya?

Hubungan det(A - B) = det(A) - det(B) juga tidak selalu berlaku pada matriks

(‘?1 9 2@
333. Sebagai contoh penyangkal matriks A=21 2 —13 dan
-5 -3 2y

62 7 2¢
B=%1 -2 23 berturut-turut memiliki det(A) =42 dan det(B)=9.
g1 -1 1y

¢-1 2 O0g
_é U ahi _
A-B= é 0 4 —3(J sehingga det(A-B) =38
g-6 -2 1¢

Dengan demikian det(A - B) , det(A) - det(B) . Oleh karenadapat ditunjukkan
contoh penyangkal, maka disimpulkan pada matriks 333 tidak selalu berlaku
det(A- B) = det(A) -det(B) . Masih banyak contoh penyangkal lain yang
menyebabkan det(A-B) , det(A) -det(B), dapatkah Anda mencarinya?
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Selidiki Apakah dalam matriks 333 selalu berlaku det(A) = det(A") ?

Coba Anda selidiki apakah dalam matriks 333 selalu berlaku det(A) = det(A").

Petunjuk: (1).
(2).
@).
(4).
(5).

ga b co
Ambil sebarang matriks A, misal matrik A= gd e f 3
Tentukan Transpose matriks A gg h iy
Tentukan det(A)
Tentukan det(A")
Bandingkan langkah (3) dan (4)

Tulis hasil pekerjaan Anda pada tempat berikut.

Selidiki Apakah dalam matriks 333 selalu berlaku det(kA) = k*® det(A)?
Coba Anda selidiki apakah dalam matriks 323 selalu berlaku det(kA) = k det(A) .

Petunjuk: (1).
).
@).
(4).
(5).

ga b co
Ambil sebarang matriks A, misal matrik A= gd e f 3
Ambil sebarang skalar k, dengan k T R. g9 h iy
Tentukan det(kA).
Tentukan det(A) .

Bandingkan hasil pada (3) dan (4), kemudian buatlah
Kesimpulan.

Tulis hasil pekerjaan Anda pada tempat berikut.
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Selidiki Apakah dalam matriks 333 selalu berlaku det(AB) = det(A).det(B) ?

Coba Anda selidiki apakah dalam matriks 333 selalu berlaku
det(AB) = det(A).det(B).

ea b cg
Petunjuk: (1). AmbilsebarangmatriksA,B,misalA:gd e fH,
ej k lo g h iy

_é u

B—ém n Og

ep g ry

(2). Kalikan matriks A dan B kemudian tentukan det(AB)

(3). Tentukan det(A) dan det(B), kemudian hitung det(A)?0
det(B)

(4). Bandingkan hasil pada (2) dan (3), kemudian buatlah
kesimpulan.

Tulis hasil pekerjaan Anda pada tempat berikut.

Ayo
Mengomunikasikan

Setelah mempelajari uraian di atas, buatlah kesimpulan tentang sifat-sifat
determinan matriks 333. Secara santun, mintalah ijin kepada Guru untuk
mempresentasikan kesimpulan yang Anda buat.
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Latihan 1.3 |
T \
1. Hitunglah determinan matriks berikut.
A_(\?‘Z 5@ b _24 0 7;3
g0 3 -1y
2. Buatlah matrik ordo 232 yang mempunyai determinan 8.
3. Tentukan semua nilai p sehingga det(A) =0.
ep-2 4 0 g
¢ -5 +4 5 Y
a Azg o P78 b. A=§ 2 p oV
§p-2 1y ¢ u
E0 0 p-3y
: . . el 2g e3 lg
4. Diketahui matriks A=g¢ ol BlF-2, dan C=¢ - Jika
63 4q € Py

AB =C tentukanlah nilai dari p>-2p+1.
Matriks A adalah matriks 232. Matriks B adalah matriks yang diperoleh
dengan menukarkan baris pertama dengan baris kedua pada matriks A.
Apa hubungan antara det(A) dan det(B) ? Jelaskan.
6. Carilah semua x yang memenuhi ‘)1(

1-x

Apa yang dapat Anda katakan mengenai determinan matriks 2 3 2 dan
3 3 3 yang semua elemenya adalah bilangan 1? Jelaskan alasan Anda.

Kelas XIl SMA/MA



8. Mengapa determinan dari matriks 3 3 3 dengan salah satu baris yang
semua elemennya nol adalah nol? Beri penjelasan.

9. Apa yang dapat Anda simpulkan mengenai determinan matriks 2 3 2
dan 3 3 3 yang mempunyai dua baris dengan elemen yang sama.

1 1 1
10. Tunjukkan bahwa |a b c|=(b-a)(c-a)(c-b) (Howard Anton)
a®> b* ¢

Pengayaan.
1. Diberikan matriks A dan B masing-masing berordo 2 3 2, tunjukkan
bahwa det(AB) = det(BA).

2. Apakah matriks persegi berordo 3 3 3 yang memiliki determinan 0
selalu memuat suatu baris yang semua elemennya 0? Beri penjelasan.

Subbab 1.4 Invers Matriks
Pesan Bersandi

Dapatkah anda membaca pesan rahasia ini:
50-68-1130787713

Mungkin anda berpikir ini hanya sebuah kumpulan bilangan. Bagaimana jika
anda diberi tahu kode sandi dari pesan tersebut, yakni:

-|A|B|C|D|E|F|G]|H I J K|L|M]|N
o(1|-1|2|(-2|3|-3(4|-4|5|5|6]|-6]|7]|-7
O|P[QIR|S|T|U|V|IW|X]|Y]|Z
8 -8 9 -9 10 ( -10 | 11 | -11 | 12 | -12 | 13 | -13

" 31
Kurikulum 2013 Matematika



Anda akan dengan mudah membaca pesannya, yakni:

5 0 -6 8 |-11| 3 0 7 8 7 7 13
I - L 0 \ E - M o M M Y

Jadi, jika kode sandi tersebut bocor ke orang yang tidak berhak, pesan
akan mudah dibaca. Mungkin anda akan berpikir tentang bagaimana cara
meningkatkan pengamanan pesan rahasia agar lebih sulit diketahui orang
yang tidak berhak?

Konsep matriks yang sudah anda pelajari sebelumnya dapat diterapkan untuk
menambah pengamanan. Hal yang dapat dilakukan adalah menyatakan pesan
tersebut dalam bentuk matriks, misalnya menjadi matriks berordo 632:

o ol

0
g

1
(2]
oo

s/

|
W = 00
=
]
c

=
w

(D> (D~ (D~ (D~ (D~ (D~ (D~ (D~ (D~
ey anid [

Selanjutnya matriks tersebut dikalikan dengan matriks persegi berordo 232
sebagai kode sandi tambahan, sehingga hasil perkalian matriksnya menjadi:

e5 O0g €25 159
e u e u
0 Ty g2l 144
€-6 88U 3g €-6 -2U
e ué u=¢e u
é 8 7 ge?’ 2 é 61 38 N
€-11 7U €-34 -19u
e u e u
g 3 13y 854 35y

Dengan demikian, pesan yang dikirim menjadi

252116 61 -3454 1514 -2 38 -19 35

i
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sehingga meski ada yang mengetahui kode sandi pertama, orang tersebut

belum dapat membaca pesan tersebut. 3

Pengirim pesan cukup memberitahukan matriks 23 2E)yang digunakannya
e u

untuk mengamankan pesan kepada orang yang dituju. Dengan menggunakan

matriks kode sandinya, penerima pesan akan mendapatkan matriks baru,

yakni g 23 _53'3, yang selanjutnya dapat digunakan untuk membuka pesannya.
e- a

Pesan yang diterima diproses seperti berikut:

€25 15¢g e5 Og
é u é u
¢21 14 0 7y
¢ -6 —2ue2 -39 9 -6 8uU
€ u-—e¢e u
é 61 38 —3 54 e 8 7@
€-34 —19l\J €-11 7u
e u é u
g54 35y g 3 13

Dengan demikian, pesan aslinya dapat diketahui, yaitu50-68-1130787
7 13. Selanjutnya, dengan menggunakan table kode sandi, pesan dapat dibaca
yaitu: | LOVE MOMMY.

lustrasi pengiriman pesan bersandi

D
q

Dekripsi

Enkr|p5|

Misalkan

: pesan awal yang sudah dirubah dalam bentuk matriks

: matriks enskripsi yang digunakan untuk mengamankan pesan

: pesan baru yang sudah diamankan setelah di kalikan matriks bersandi

: matriks dekripsi yang digunakan untuk membuka matriks  menjadi
matriks awal .
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Sehingga dapat dituliskan dalam bentuk persamaan:

PE=B
BD=P

Setelah pesan dirubah dalam bilangan dengan menggunakan kode sandi
awal dan dituliskan dalam bentuk matriks ( P ), anda bisa menambahkan
pengamanan lebih lanjut menggunakan kode sandi tambahan dengan
format matriks. Pertanyaan yang menarik adalah matriks E seperti apa yang
dapat digunakan sebagai alat untuk mengamankan pesan? Bagaimana cara
mendapatkan matriks baru ( D ) yang digunakan untuk membuka pesan yang
diterima ( B)) jika diberikan matriks E pengamannya?

Keterangan: matriks E adalah matriks yang memiliki invers dan matriks E
adalah invers matriks dari matriks D.

. Kegiatan 1.4.1 Mengekplorasi Invers Matriks

f

*< Ayo Mengamati

Amati fakta-fakta hasil perkalian bilangan berikut:
23£ =1
2

32=1

Wi N

3§:1
2

Masih ingatkah anda tentang sifat-sifat operasi perkalian bilangan real?
Bilangan 1 dalam kaitannya dengan sifat-sifat operasi perkalian bilangan real
disebut unsur identitas (apa karakteristik dari unsur identitas dalam operasi
perkalian? Dari fakta perkalian di atas, bisa kita katakan bahwa 2 adalah
balikan/invers kali % dan sebaliknya. Begitu juga % adalah invers kali %
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dan sebaliknya, Mengapa? Adakah bilangan real yang tidak memiliki invers
terhadap operasi perkalian? Berikan alasannya.

Selanjutnya, amatilah fakta-fakta hasil perkalian matriks-matriks berikut:
5 3g22 -3g_¢l Op
fo2iie syTho

¢2 -3g,¢5 3p_¢l Og
-3 sl 28 &0 1Y

e-1 5 -1gé-57 5 -46g ¢1 0 Og
é Us é u_é u
6—2 11 7 goé‘ll 1 -9 0= éO 1 Ou
g1 -5 2gegl O 19 g0 O 1g
g-57 5 -46ge-1 5 -1g el 0 Og
é U é u_é u
(3_11 1 -9 L:jOé—Z 11 7 0= éO 1 Ou
1 0 1pg1 -5 2p g0 0 1y

Selanjutnya perhatikan istilah-istilah yang digunakan dalam kalimat-kalimat
berikut:

. e2 =3g . ) ) e5 3g ) .

a. Matriks ; 2 disebut invers matriks A = 4 Y dan invers matriks

e_3 5 U 33 2U
e u g u

matriks A ditulis A™

(‘g—57 5 —46@ -1 5 -lg
b. Matriks 2—11 1 -9 3 disebut invers matriks matriks B = 2-2 11 7 ld
g1 0 1y £1 -5 2y

dan invers matriks matriks B ditulis B™.

¢l 0 O

. . . el 0p g g

c. Seperti yang sudah dibahas di kelas XI, matriks & g dan é0 1 OU
&0 LU 60 0 1y
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disebut matriks identitas, ditulis 1. Apakah matriks identitas merupakan
matriks persegi?

Berdasarkan fakta-fakta perkalian matriks-matriks serta istilah invers matriks,
tuliskan hubungan antara matriks A, A™ dan matriks identitas 1?

Dengan menggunakan pengetahuan dalam menentukan determinan matriks
yang sudah dibahas pada subbab sebelumnya, akan didapat nilai determinan
tiap-tiap matriks tersebut sebagai berikut:

5 3g
a. detg _g=(502)-(303)=1
€3 20
22 -3g |
detg 5= (205)-(-30-3)=1
€-3 54
-1 5 -lg
6 u_
b dets-2 11 7Y=-1
61 -5 2y
8-57 5 -46g
é U
deté_ll 1 _9 U_ _1
E1 0 1y

Amati serta lengkapi informasi yang belum lengkap pada tabel berikut ini:
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Tabel 1. 1 informasi matriks terkait ukuran,
determinannya dan keberadaan invers matriksnya

Matriks Ukuran Determinan Keterangan
1 €2 -1 3¢ Tidak memiliki | Tidak memiliki
34 2 _33 2%3 nilai determinan | invers
el 3g e
2 ¢ U -2 Memiliki invers
62 4g
3 €3 29 Tidak memiliki
£ oM invers

0o Menanyn
C(?)) Ayo Menanya '

Berdasarkan hasil pengamatan yang sudah anda lakukan, coba anda buat
minimal 3 pertanyaan lain tentang invers. Upayakan pertanyaan yang anda
buat memuat kata-kata imatriks persegiT, ideterminan matrikst, ibukan
matriks persegiT, imatriks identitast, imemiliki inversT, dan Tinvers matriksT.

Petunjuk: kalian bisa lebih fokus pada keterkaitan antara matriks-matriks yang
memiliki inversnya dengan nilai determinan dari matriks tersebut, ukuran dari
matriks-matriks yang memiliki invers serta hubungan antara matriks dengan
invers matriksnya.

yo Menggali Informasi) dan

Dari sekian banyak pertanyaan yang anda buat, mungkin ada diantaranya
pertanyaan-pertanyaan berikut:

1. Apasemua matriks mempunyai invers matriks?

N

Bagaimana ciri-ciri matriks yang memiliki invers matriks?

w

Apa semua matriks persegi mempunyai invers matriks?

&

Apa hubungan matriks dengan invers matriksnya?
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Untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan tersebut perhatikan fakta-fakta
matematika terkait matriks, operasi perkalian pada matriks, determinan
matriks sebelumnya.

Untuk dapat menjawab pertanyaan-pertanyaan yang anda buat, anda harus
melakukan aktivitas menalar dengan melengkapi informasi yang diberikan.
Untuk memperkaya informasi anda, perhatikan dan lengkapi informasi pada
tabel berikut:

Tabel 1. 2

: Nilai
Matriks Keterangan

Determinan

1 ¢ 5 gl 233 | Tidak punya Tidak memiliki invers

Tidak memiliki invers

232 Tidak punya | Tidak memiliki invers

4 ¢ U 0 Tidak memiliki invers

5 | € qu Tidak memiliki invers

Memiliki invers

i
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Selanjutnya, perhatikan dan lengkapi informasi tentang hubungan antara
matriks dan invers matriksnya pada tabel berikut:

Tabel 1. 3
. Invers matriks
Matriks A (AY)
1
, 02 1lp g1 -5‘3
€2 ou é U
e “u -1 1y
¢3 o
3 ed 8g €4 u
) e u
&2 6y ¢l 1y
e 4 24U
A g5 2g e3 -29
7 34 &7 50

Berdasarkan tabel tersebut, buatlah kesimpulan terkait:

1. Ciri-ciri matriks yang memiliki invers?

2. Apa syarat untuk matriks persegi yang memiliki invers?

3. Jika matriks memiliki invers matriks, apa hubungan yang berlaku antara
matriks dan invers matriksnya?

Selanjutnya, perhatikan pasangan-pasangan matriks dan invers matriksnya,
kemudian jawablah pertanyaan yang menyertainya.

-~ (D~
(BN

) e2 lg . L
1. Matriks A= ¢ U dan invers matriks A™ = ¢
2 2

e u

D> (D

-1 1
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Lengkapi informasi ini dengan menentukan:

a. det(A) dan det(A™)

b. 1 dan ;1
det(A) det(A™)

c. det(A)ldet(A™)

e2 4@

, ¢3 6g . £3 u

2. Matriks A= ¢ 0 dan matriks A™= ¢ u
gl 4y é_i lu

e 6 24

Lengkapi informasi ini dengan menentukan :

a. det(A) dan det(A™)
b. L dan %
det(A) det(A™)

c. det(A)idet(A™)

Sekarang, tuliskan kesimpulan awal atau dugaan awal tentang hubungan
determinan matriks dan determinan inversnya

Kesimpulan tersebut digunakan untuk menyelesaiakan Contoh dan juga
sebagai bahan untuk anda diskusikan dengan siswa/kelompok lainnya.

L [Cenitelhil2i 2

Berdasarkan hasil bernalar anda, jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut ini:

1. Apakah matriks-matriks berikut ini memiliki invers, berikan alasannya.

g-2 3g . .

aty gt p 3 20 60 38,83 0o
6 U '35 _1U '92 OU '3_4 OU
5 4§ 6 a g2 0Og 6 ]
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2. Tetapkan apakah pasangan-pasangan matriks berikut merupakan pasangan matriks
dengan invers matriksnya! Berikan alasanya.

01 2g . -3 29

§2 3% §2 1Y

83 3g &5 -3g
P C¢, wPe, g
e u € u

@1 Og _(‘,e—l Og

C. = N = <
0 14 Lo -1f
e lg
¢-6 b5g 12 ==
d G=g4 o H =€ 3u
6-3 30 € u
8l3 2
84 5g ¢3 _5o
3. Diberikan matriks M :é4 0 dan invers matriksnya M'lzgz 44,
e u -1 ar
é u

tentukan nilai a.

e 7] - .
4. Diketahui matriks A:é 20 memiliki invers matriks A™ dan nilai
exX -—4(

det(A™) = 2, tentukan nilai x.

“A_Ayo
Mengomunikasikan

Tuliskanlah kesimpulan yang anda dapatkan terkait ciri-ciri matriks yang
memiliki invers dan sifat-sifat invers matriks.

Pertukarkan tulisan tersebut dengan teman sebangku/kelompok lainnya. Secara
santun, silahkan saling berkomentar, menanggapi komentar, memberikan usul
dan menyepakati ide-ide yang paling tepat.
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. Kegiatan 1.4.2 Menentukan Invers Matriks

*~ Ayo Mengamati

Berdasarkan hasil aktivitas sebelumnya, Anda tentu sudah memperoleh
temuan/kesimpulan tentang salah-satu karakteristik dari invers matriks, yakni:
Jika matriks A memiliki invers A, maka akan berlaku AlA* = AYA = |
Sedangkan pada subbab determinan yang Anda pelajari sebelumnya, Anda
telah mengamati hubungan antara determinan hasil kali dua matriks dengan
determinan masing-masing matriks. Jika A dan B adalah dua matriks persegi,

maka

det(AB) = det(A) 3 det(B)
Berdasarkan sifat determinan hasil kali matriks tersebut tentu Anda bisa

menggunakannya untuk mengamati hubungan determinan matriks yang
memiliki invers dan determinan inversnya.

Karena AJA-L= I, maka berdasarkan sifat di atas akan didapatkan
det(A) 3 det(A') =det(l) =1

Sehingga akan didapatkan hubungan antara determinan suatu matriks dengan
determinan inversnya, yaitu

1
det(A)

det(A) =

Dengan mengamati hubungan kedua determinan di atas, Anda mungkin
dapat mengamati syarat matriks A mempunyai invers berdasarkan nilai
determinannya. Mungkinkah matriks A mempunyai invers jika determinannya
bernilai nol?

Mungkin pertanyaan Anda selanjutnya adalah bagaimana cara menentukan
invers dari suatu matriks A?
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Dengan demikian, anda tentu akan mencari matriks yang memenuhi Kkriteria
matriks invers, yakni jika matriks dikalikan dengan inversnya, maka akan
menghasilkan matriks identitas (1) dan sebaliknya.

Untuk lebih menguatkan kesimpulan sementara Anda tentang invers matriks
dan sifat-sifatnya serta untuk mendapatkan gambaran bagaimana mencari
invers suatu matriks, perhatikan contoh berikut.

1¢5 -3g

¢4 3g
Matriks A= g4 5 dengan det(A) = 2 mempunyai invers At == N
G 5y dengan det(®) Pany 266 4

dengan det(A‘l) :%

Perhatikan contoh-contoh lainnya untuk matriks berukuran 232 yang diberikan
dalam tabel berikut dan lengkapi informasi yang dibutuhkan.

Tabel 1.4. Hubungan matriks dan inversnya

Matriks Invers

NO | Matriks A AL det(A?)
1 ¢2 lo 4 1e5 -lo 1 ¢l Og
%6 54 4156 24 4 0 14
, | €28 | 1¢4 -2 ! ¢l Og
€1 44 10§-1 3 10 0 1Y
g | ¢ 20 o | 181 -2 ! ¢l 0o
4 1Y 9§-4 3 9 €0 1Y
.| & 0s 163 -6o
£ 30 65-1 4
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NO | Matriks A Matriks Invers | ger(a)

% 2g _Llel 2o
8 14 11§-8 5

Jika diamati pada kolom matriks invers, invers dari matriks yang berukuran
232 juga mempunyai ukuran yang sama (mengapa?).

%) Ayo Menanya

Berdasarkan pengamatan diatas, coba Anda buat minimal 3 pertanyaan lain
tentang invers. Upayakan pertanyaan yang Anda buat memuat kata-kata
Tinvers matriksT, 1determinant.

E%Ayo Menggali Inform@

Dari sekian banyak pertanyaan yang Anda buat, mungkin ada diantaranya

pertanyaan-pertanyaan berikut:

1. Adakah kesamaan bentuk matriks invers dari masing-masing matriks?
2. Apa kaitan antara matriks invers dan determinannya?
3. Bisakah kita menurunkan rumus mencari invers suatu matriks?

Untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan tersebut, lakukanlah kegiatan berikut.

i
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Coba Anda buat matriks-matriks lainnya yang mempunyai invers dan tuliskan
di papan tulis. Lengkapi matriks-matriks tersebut dengan nilai determinan
masing-masing. Guru Anda akan menuliskan invers dari masing-masing
matriks yang sudah dituliskan.

Anda sudah mengumpulkan contoh-contoh matriks yang mempunyai invers
sekaligus matriks invers dan determinannya. Pertanyaan selanjutnyayang harus
dijawab adalah bagaimana mencari invers suatu matriks jika sudah diketahui
sebelumnya bahwa determinan matriks tersebut tidak nol? Berdasarkan tabel
1.4, coba Anda lakukan kegiatan berikut.

(@) Amati kembali kolom matriks dan inversnya. Adakah hubungan antara
unsur-unsur pada matriks awal dan unsur-unsur pada matriks invers?

(b) Perhatikan kembali kolom matriks invers. Adakah kesamaan bentuk
antara matriks invers yang satu dengan lainnya?

(c) Perhatikan pula kedua kolom determinan. Apa yang bisa Anda simpulkan
hubungan antara determinan matriks dan determinan inversnya?

Tuliskan analisa Anda terhadap pertanyaan-pertanyaan di atas di buku Anda.
Kemudian, amati kembali bagaimana Anda bisa dapatkan invers dari suatu
matriks yang determinannya tidak nol.

L _ éa bg .
Untuk lebih jelasnya, untuk matriks A = ¢ q U dengan det(A) ., 0 maka inversnya
eC dy

adalah©

Coba cek hasil yang Anda dapatkan dengan cara mengalikannya dengan matriks asal,
yaitu Al A™ dan A™A. Apakah yang Anda dapatkan?

Bagi siswa yang kreatif dan mempunyai keingintahuan yang tinggi mungkin akan
timbul pertanyaan 1Adakah cara lain menentukan invers suatu matriks?T
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Untuk membantu menjawab pertanyaan tersebut, mari kita lakukan kegiatan berikut.

N . : . éa bg
Kita misalkan matriks yang akan kita cari inversnya adalah A =g q u- Sebelum
eC dy
mencari inversnya, apakah syarat agar A mempunyai matriks invers? Kemudian, kita
: L 4 _EW
misalkan matriks inversnya adalah A =4

X . .
U- Berdasarkan informasi yang
ey Zu

Anda dapatkan sebelumnya, hubungan antara matriks dan inversnya adalah
A) AT = A™A = |. Selanjutnya, jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut.

(@) Jika Anda gunakan fakta bahwa A0 A™ = 1, apakah yang Anda dapatkan?

(b) Dari sistem persamaan tersebut, selesaikan untuk masing-masing w, x, y, dan z
dalam bentuk a, b, c, dan d.

(c) Apakah matriks invers yang Anda dapatkan hasilnya sama dengan matriks invers
dari kegiatan sebelumnya?

Sekarang Anda tentu sudah mendapatkan kesimpulan mengenai bagaimana mencari
invers suatu matriks berukuran 232. Lalu bagaimana dengan invers matriks yang
berukuran 333?

Untuk mengetahui proses mencari invers matriks berukuran 333, kita perhatikan
kasus matriks ukuran 232 terlebih dahulu untuk mendapat gambaran invers matriks
yang berukuran lebih besar.

Sebelumnya, amatilah proses mengutak-atik matriks yang merupakan invers matriks:

¢4 3g
Dari contoh sebelumnya diketahui bahwa matriks A = é6 50 mempunyai invers
e u

e5 3g
matriks A7 = g 2 23-
-3 2y

Mari kita eksplorasi matriks inversnya,

i
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> 38 465 35 18(-1)°05 (-1)°039

e

62 - ==

, Y U=58 s, -
3 o4 266 4u 2¢(-1)*06 (-1)"04g

B 1 2(—1)“105 (—1)“03!3
(435)-(623) B(-1)°"06 (-1)" 04y

Sekarang perhatian kita fokuskan pada:

1+1

) 1 ¢(-1)" 5 (-1)"" 039

u
(435) _ (633) S(_1)2+1 06 (_1)2+2 04@
Untuk membantu proses penalaran Anda, cobalah jawab pertanyaan berikut:

g4 3
1. Apa makna nilai (4 3 5) - (6 3 3) bila dikaitkan dengan matriks A = é6 53?
e u

&1\ 1\ liag
2. Matriks é 1) "5 (1) 030 selanjutnya disebut sebagai Matriks Adjoin,

S(_1)2+lo6 (—1)2+204H

bagaiamana mendapatkan matriks adjoin?

1+1 & 2+1 &
L . . . -1 -1 9 .
Bila kita perhatikan Matriks Adjoin é "5 ( ) 3 U, berasal dari transpos

g(—1)2+106 (—1)2+204B

. - - é, _1)1+105 (—1)2+106? -
suatu matriks, yakni matriks é U. Masih ingatkah Anda bahwa

é(—1)2+103 (—1)2+204H
- e _1)1+1 05 (_1)2+1 A g - .
matriks é u adalah Matriks Kofaktor yang sudah dibahas

é(_l)2+103 (_1)2+204B

pada subbab determinan?
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ed4 3
Dengan demikian, jika matriks A=é6 53 mempunyai matriks kofaktor

€ u

A 1+1 4 2+1 &
C(A):g(_l) 05 (_1) 063, maka Adjoinnya adalah transpos matriks

g(_1)2+103 (—1)2+204g

kofaktor dan dinotasikan dengan C(A)".

; o ¢C, Cp,2
Secara umum, jika A = éa“ %z y maka kofaktornya adalah C ( A) =¢ nooTe o
gdy  An( 6C,, CLn

(‘?Cn Cy 9

Sehingga matriks adjoin dari A adalah Adj] (A) =C(A)' = éc o U
ev12 22U

Pada subbab determinan sudah dibahas sebelumnya mengenai deynisi determinan
matriks berdasarkan kofaktornya. Ingat bahwa

det ( A) =a,C, +a,Cy,
atau

det(A) = a,,C,, +a,C,,

Namun demikian, coba Anda periksa hasil dari a,,C,, +a,,C,, dan a,,C,, +a,,C,,.
Apakah yang Anda dapatkan?
Berdasarkan hasil yang Anda peroleh di atas, apa yang Anda dapatkan jika matriks A
dikalikan dengan Adjoinnya?

A3 Adj(A) = -

Serupa dengan matriks berukuran 232, coba Anda cek hasil kali matriks berukuran
333 dengan Adjoinnya dengan mengambil satu contoh matriks berukuran 333. Untuk
lebih memudahkan perhitungan Anda, Anda dapat menghitung hasil operasi berikut ini.

i
Kelas XIl SMA/MA




a,C,+a,C,+a,C,=..
a,,C,, +a,,C,, +a,,C,, =...
a,,C;, +a,,C,, +a,C, =
a,C, +a,C, +a,C, =...
a,C,, +a,C,, +a,C =

dan seterusnya.

(\?bn b, by 9

Jika B = gb21 b,, bzsg adalah sebarang matriks berukuran 333, dapatkan Anda
ébSl b32 b33 g

membuat kesimpulan mengenai hubungan matriks B dengan adj(B)?

Berdasarkan uraian tersebut, buat kesimpulan terkait bagaimana menentukan invers dari
a. Matriks persegi berordo 232

ta;, a,o

Jika matriks A = ¢ U memiliki invers, invers matriksnya adalah A = ...
8d, 3y,Q

b. Matriks persegi berordo 333

(‘?bu b, by 9
Jikamatriks B = gb21 b,, by E memiliki invers, invers matriksnya adalah B = ...

éb3l b32 b33 g

Cek hasil yang Anda dapatkan dengan cara mengalikan matriks dengan inversnya.
Matriks apakah yang Anda peroleh?

Khusus untuk matriks berordo 232, adakah strategi paling cepat dalam menentukan
invers matriks? Jika iya, bagaimana strateginya?
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Berdasarkan hasil bernalar Anda, apakah matriks-matriks tersebut memiliki invers?
Berikan alasannya. Selanjutnya jika memiliki invers, tentukan inversnya.

e3 -lg ¢4 -2 3g
é U e4 2g €3 3g é U
. : 65 -3 & 5 . :
g-1 4y g5 -2 4y

& [COTTS2e)

L o ea bg
Jika diketahui matriks A = 4 T

QC dU
e u

Tentukan syarat agar matriks A mempunyai invers?

Bila matriks tersebut memenuhi syarat memilki invers, tentukan inversnya A-1?
c. Karena invers dari suatu matriks juga merupakan matriks, bagaimana dengan

nilai determinan dari inversnya?

Ayo
Mengomunikasikan

Tuliskanlah kesimpulan yang Anda dapatkan terkait:

a. Menentukan invers matriks berukuran 232.
b. Menentukan invers matriks berukuran 333.

Pertukarkan tulisan tersebut dengan teman sebangku/kelompok lainnya. Secara
santun, silahkan saling berkomentar, menanggapi komentar, memberikan usul dan
menyepakati ide-ide yang paling tepat.

i
Kelas XIl SMA/MA



=\

Latihan 1.4 |
7 .\
. ed 0 7¢g
. . . e-2 5@ 6 O
Tentukan invers matriks berikut. a. A= é 4 Ou b. B= é5 1 —2[\J
et 60 3 -1

Buatlah matriks A berordo 2x2 yang memiliki invers matriks
L 64 2g
ATE U

e u
Gunakan matriks persegi B dengan det(B) I 0 untuk menunjukkan bahwa
a. (B")'=B

b_ (Bt)Tl - (BTl)t

Selidiki bahwa det(K") = (detK)", untuk matriks;

. e2 -1 3g
ed 1g é u

a.A:é3 HU dengann=4 b, A=:l 2 4y dengann =2
¢ u €5 -3 6J

Catatan: Dideynisikan K" =K3K"*' n22.

Jika semua elemen pada salah satu baris matriks persegi adalah nol.
Apakah matriks tersebut memiliki invers? Mengapa?

a

éa bg
Jika matriks persegi A= éc q u dengan a, b, ¢, dan d adalah bilangan
e u

bulat, tentukan semua kemungkinan matriks A yang memenuhi
persamaan A2 = |.

Adakah suatu matriks yang inversnya adalah diri sendiri?

Apa beda soal nomor 6 dan soal nomor 7?
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Pengayaan

9. Diketahui A dan B adalah matriks 2x2 dan keduanya memiliki invers.
Selidiki apakah berlaku:

a. (AB)™=ATB"
b. A"B™ = (BA)™

10. Misalkan A matriks 232 yang memiliki invers. Buktikan bahwa |A™ :ﬁ

Subbab 1.5 Menyelesaikan Masalah Menggunakan Matriks

Anda telah mempelajari materi tentang penentuan invers dari suatu matriks
pada subbab sebelumnya. Ternyata materi tersebut sangat bermanfaat,
yaitu sebagai salah satu cara untuk menyelesaikan sistem persamaan linear.
Bagaimana matriks invers dapat dijadikan alternatif untuk menyelesaikan
sistem persamaan linear? Untuk dapat menjawabnya, Anda perlu mempelajari
dan melakukan kegiatan-kegiatan yang terdapat pada subbab ini.

. Kegiatan 1.5.1 Menyelesaikan Sistem Persamaan Linear (SPL)

L JCeniteln il 2

Pada suatu tempat parkir terdapat 84 kendaraan yang terdiri atas sepeda
motor dan mobil. Setelah dihitung jumlah roda seluruhnya adalah 220.
Berapakah banyaknya tiap-tiap sepeda motor dan mobil di tempat parkir
tersebut?

ﬁcDQ N
@i Sedikit Informasi

Permasalahan tersebut merupakan permasalahan pada sistem persamaan
linear. Jika x adalah banyaknya sepeda motor dan y adalah banyaknya mobil,
maka dapat dibuat dua persamaan linear berikut.

i
Kelas XIl SMA/MA




X+y=284
2x + 4y = 220

Masih ingatkah Anda dengan penyelesaian sistem persamaan linear tersebut?
Dengan metode substitusi, eliminasi, atau dengan menggambarkan grayknya,

maka akan diperoleh x = 58 dan y = 26.

)

< Ayo Mengamati

Terdapat cara lain untuk menyelesaikan SPL selain dengan menggunakan
metode substitusi, eliminasi, atau dengan menggambar grayk dari SPL. Cara
itu disebut dengan metode matriks. Dalam menggunakan metode matriks
Anda harus mengingat kembali penentuan invers suatu matriks yang sudah
dipelajari pada subbab sebelumnya.

Sekarang kita ingin menyelesaikan sistem persamaan linear di atas dengan
menggunakan metode matriks.

Coba perhatikan sistem persamaan linear tersebut. Apakah Anda bisa
mengubah sistem persamaan tersebut ke dalam bentuk perkalian matriks?

Untuk menguatkan jawaban Anda cobalah perhatikan contoh berikut ini.

@ |[Contohf1*28)

Sistem persamaan linear

X+y=210
5x+6y =9y

@1 1@@Xg_@2z
ue,, u

Bentuk perkalian matriksnya adalah b ¢ = gU
e ueya éJu
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X+3y+z=4 Q
Sistem persamaan linear 2x+2y+z= —1[']
2x+3y+2=3

el 3 lgtxg edo
; - é ué u_é .u
Bentuk perkalian matriksnya adalah 2 2 LYyt el

2 3 1zl 3

& [COTTSHLE0p

X+y+z=5 @
Sistem persamaan linear x+y -4z :10[']
-4x+y+2=0)

el 1 1géxg é5g

AN

. - é ué u_é ~u
Bentuk perkalian matriksnya adalah é 11 _4@éy@_ élog
6-4 1 lpezy g0y

Setelah memperhatikan contoh-contoh tersebut, isilah tabel berikut ini.

Sistem Persamaan Linear Perkalian matriks
3x+5y=5 e . ge.9_¢.0
X+2y=7 8 ...... HSH gH
X+2y=7 e 26.8_¢.2
x+3y=13 g ...... HSH S.H

Kelas XIl SMA/MA



Sistem Persamaan Linear Perkalian matriks

X-2y+z=6 e... 8.8 6.0
€ ue u_e u

X-Ty+2z=-1 g.. He-B 6-H
X+y+2z=8 e... 280 €.0
e ue u_e u

_X_2y+3Z:1 é.-. ...ué...u—é...u
3x-7y+4z=10 g... ..gé-g 6.y

10 Menanya

C(?)) Ayo Menanya |

Setelah Andamengisi tabel diatas, cobabuatlah pertanyaan tentang pengubahan
sistem persamaan linear ke bentuk perkalian matriks yang memuat kata-kata
fimatriks koeysien variabelo, imatriks variabelo dan fimatriks konstantao.

yo Menggali Inform@

Dari sekian banyak pertanyaan yang Anda buat, mungkin ada diantaranya
pertanyaan-pertanyaan berikut:

1. Apakah matriks konstanta dalam sistem persamaan tersebut merupakan
hasil kali antara matriks koeysien variabel dengan matriks variabelnya?

2. Apakah semua sistem persamaan linear dapat diubah ke bentuk perkalian
matriks koeysien dengan matriks variabelnya ?

Coba cek soal-soal pada tabel di atas. Kemudian buatlah beberapa

(minimal 5) sistem persamaan linear dan buatlah persamaan matriksnya pada

tempat berikut ini.
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Dari Contoh 1.27 dan hasil pengisian tabel di atas, bisakah Anda menjelaskan
bagaimana cara mengubah sistem persamaan linear menjadi bentuk perkalian
matriks? Misalkan matriks koefisien = A, matriks variabel = X dan
matriks konstanta = B, maka sistem persamaan linear dapat diubah
menjadi bentuk perkalian matriks seperti apa?

Ayo
Mengomunikasikan

Tulislah kesimpulan Anda tentang cara mengubah sistem persamaan linear
menjadi bentuk perkalian matriks, kemudian tukarkan kesimpulan tersebut
dengan teman sebangku.

=
Latihan |
17 \
Tulislah sistem persamaan linear berikut dalam bentuk persamaan matriks.
] 2xty=4 8 4. x+2y+3z=5
3x+4y =14y 2X+5y+3z2=3
—24 X+8z=17
5 2X+y _33
-2y=ly 5. x+y+2z=a
3 MX+y=310 X+z2=b
' 2x—2y:2§1, 2x+y+3z=c¢

i
Kelas XIl SMA/MA




* Ayo Mengamati

Sebelumnya telah disimpulkan cara untuk mengubah sistem persamaan linear
ke dalam bentuk perkalian matriks. Sistem persamaan linear pada Contoh 1.27

dapat dibentuk menjadi

8l 1zex;z; 284 g
e2 4uey3 8220u

1@ exXg

£84 g
Kita misalkan A—ez 4u, X = eyu, dan B= 3220"' Sehingga perkalian

matriks di atas dapat Kita tulis menjadi AX =B ......cccccoveviiieiecieieece e (@)

e
é
Anda tentu tahu bahwa invers dari matriks A adalah e;
é
e

e
é

dituliskan sebagai A™=4¢ u. Sekarang kita akan mempelajari
é
e

bagaimana menyelesaikan sistem persamaan linear di atas dengan
menggunakan metode matriks.

Sebelum Anda mempelajari metode tersebut, masih ingatkah Anda cara
menyelesaikan persamaan linear 2x = 6 ? Jika Anda _mengalikan kedua ruas
persamaan tersebut dengan invers perkalian 2 yaitu > maka diperoleh

1 1
5 (2x) = 5 (6)

Jadi x = 3.
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Lakukan hal yang sama untuk persamaan (1). Kalikan kedua ruas dengan

invers matriks A yaitu A™. Apa yang anda peroleh? Tuliskan pada tempat
berikut ini.

AIED

0o Menanya '

Berdasarkan pengamatan yang Anda lakukan, coba buatlah pertanyaan yang
memuat kata-kata fimatriks variabelo, fimatriks invers koeysien variabelo dan
imatriks konstantaT. Tuliskan pertanyaan Anda pada tempat berikut ini.

yo Menggali Inform@

Agar Anda lebih yakin, coba lengkapi tabel berikut ini.

i
Kelas XIl SMA/MA




Invers

Matriks . matriks
koeysien (A) vag?)bel kon(sé:;mta koeysien

(A7)

Matriks | Matriks

Jee el e
62 2q YU 690
(‘?1 -1 1g exg (‘gllg

g3 -6 -5 ez 12

Setelah mengalikan kedua ruas pada persamaan (1) dengan A dan dari hasil
pengisian tabel di atas apa yang dapat Anda simpulkan? Tuliskan kesimpulan
Anda pada tempat berikut ini.

Perhatikan matriks No.1 pada tabel di atas, matriks tersebut merupakan matriks
untuk Contoh 1.27. Setelah itu perhatikan isi kolom A*B yang bersesuaian,
kemudian bandingkan dengan penyelesaian Contoh 1.27 sebelumnya. Apa
yang dapat anda simpulkan? Lakukan hal yang sama untuk matriks untuk
nomor 2, 3, dan 4.

" 59
Kurikulum 2013 Matematika




Berdasarkan informasi yang Anda dapatkan, coba jelaskan bagaimana cara
menyelesaikan sistem persamaan linear dengan menggunakan matriks. Untuk

sistem persamaan (1), anda bisa menuliskan penyelesaiannya sebagai hasil
perkalian antara matriks apa?

Sekarang, coba Anda cari penyelesaian dari sistem persamaan linear berikut.
2Xx+3y=7
4x + 6y = 13

Berapa determinan dari matriks A (matriks koeysien) dari SPL di atas?
Bisakah Anda menentukan invers matriks A? Bisakah Anda menentukan
penyelesaian dari soal tersebut? Dari beberapa pertanyaan tersebut, buatlah
kesimpulan mengenai penentuan penyelesaian sistem persamaan linear
dengan menggunakan matriks. Jelaskan mengenai pengaruh nilai determinan
matriks koeysien terhadap penyelesaian SPL tersebut. Tuliskan jawaban Anda

pada tempat berikut ini.

Ayo
Mengomunikasikan

Presentasikan kesimpulan Anda tentang cara menyelesaikan SPL dengan
matriks serta pengaruh determinan matriks terhadap penyelesaian SPL tersebut
di depan kelas. Perhatikan kesimpulan yang dipresentasikan oleh teman Anda.

i
m Kelas XIl SMA/MA




Kegiatan 1.5.2 Memodelkan dan Menyelesaikan Masalah
Sehari-hari yang Berkaitan dengan SPL Tiga Variabel
Menggunakan Matriks

(9 _
*= Ayo Mengamati

Perhatikan contoh permasalahan sehari-hari berikut ini.

@ |[Contohfi3,l

Suatu perusahaan taksi memiliki 3 jenis mobil taksi yaitu Jenis X, Jenis Y, dan
jenis Z. Jumlah keseluruhah mobil taksi yang dimiliki adalah 100 mobil.
Mobil-mobil tersebut ditempatkan di 2 pangkalan taksi yaitu pangkalan taksi

A dan pangkalan taksi B. Di pangkalan taksi A ditempatkan % dari mobil Jenis
X, %dari mobil Jenis Y, dan % dari mobil jenis Z. Jumlah keseluruhan mobil
taksi di pangkalan A adalah 30. Di pangkalan taksi B ditempatkan % dari

mobil Jenis X, %dari mobil Jenis Y, dan é dari mobil jenis Z. Jumlah

keseluruhan mobil taksi di pangkalan B adalah 35. Sedangkan mobil taksi
lainnya melayani penumpang. Tentukan banyaknya masing-masing jenis
mobil taksi yang dimiliki.

Contoh 1.31 di atas merupakan contoh sistem persamaan linear tiga variabel.
Sekarang kita ingin menyelesaikan sistem persamaan linear di atas dengan
menggunakan metode matriks.

Misal x adalah banyaknya mobil jenis X, y adalah banyaknya mobil jenis Y,
dan z adalah banyaknya mobil jenis Z. Jumlah keseluruhan mobil taksi yang
dimiliki adalah 100 sehingga dapat dinyatakan sebagai berikut

Xx+y+z=100
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Banyaknya taksi di pangkalan A adalah 30 dan di pangkalan B adalah 35
sehingga banyaknya taksi yang melayani penumpang adalah 100 fi 65 = 35.
Sistem persamaan linear yang dapat dibentuk dari Contoh 1.31 adalah sebagai
berikut

1

—x+1y+12=30
2 4 5

lx+1y+12:35
2 2 5

6

1
—y+—z=35
4y 10

Masih ingatkah Anda dengan penyelesaian sistem persamaan linear tersebut?
0 Menanya '

A

Berdasarkan pengamatan yang Anda lakukan, diharapkan muncul pertanyaan
berdasar Contoh 1.31. Tuliskan pertanyaan Anda pada tempat berikut ini.

yo Menggali Inform@

Dalam menyelesaikan sistem persamaan linear, akan muncul pertanyaan-

pertanyaan sebagai berikut:

1. Apakah matriks yang dihasilkan dari sistem persamaan linear dengan tiga
variabel tersebut memiliki determinan yang tidak nol?

2. Apakah matriks yang dihasilkan dari sistem persamaan linear dengan tiga
variabel tersebut memiliki matriks invers?

3. Apakah SPL dengan tiga variabel tersebut dapat diselesaikan?

i
Kelas XIl SMA/MA




Berdasarkan informasi yang Anda dapatkan, coba jelaskan bagaimana cara
menyelesaikan sistem persamaan linear tiga variabel dengan menggunakan
matriks. Sekarang, coba Anda cari penyelesaian dari sistem persamaan linear
dengan tiga variabel dari Contoh 1.31. Tuliskan penyelesaian SPL dari Contoh
1.31 (beserta caranya) pada tempat yang telah disediakan berikut ini.

Ayo
Mengomunikasikan

Berdasarkan hasil mengamati dan menyelesaikan Contoh 1.31, tuliskan
kesimpulan Anda tentang cara memodelkan dan menyelesaikan masalah
sehari-hari yang berkaitan dengan SPL tiga variabel. Diskusikan hasil yang
Anda temukan dengan teman sekelompok, kemudian tukarkan hasil diskusi
tersebut dengan kelompok lain dan beri komentar terhadap hasil kelompok lain.

Setelah Anda dapat menyelesaikan sistem persamaan linear pada Kegiatan
1.5.1 dan Kegiatan 1.5.2, Anda telah dapat menentukan bilamana suatu
masalah dalam bentuk sistem persamaan linear dapat dicari selesaiannya atau
tidak.
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1. Lusi mempunyai uang Rp150.000,00 lebihnya dari uang Sinta. Jika
tiga kali uang Lusi ditambah dua kali uangnya Sinta jumlahnya adalah
Rp950.000,00. Tentukan besar masing-masing uang Lusi dan Sinta!

2. Irfan dan Roni bekerja di pabrik kaos bagian menyablon logo.
Irfan dapat menyablon 300 kaos setiap jam, sedangkan Roni dapat
menyablon 200 kaos setiap jam. Lama waktu mengerjakan Irfan
dan Roni tidak sama. Jumlah jam kerja Irfan dan Roni adalah 50
jam dengan banyak kaos yang telah disablon sebanyak 12.400 kaos.
Berapa lama kerja Irfan dan Roni?

3. Ingat kembali bahwa persamaan ax + by = ¢ dengan a, b, dan c adalah
konstanta menyatakan persamaan garis lurus. Carilah penyelesaian
sistem persamaan linear berikut.

2xfi3y=6
X+2y=3

Kemudian gambarlah garis lurus dari masing-masing persamaan linear
pada satu diagram. Apakah yang dapat disimpulkan tentang koordinat
titik potong kedua garis dengan penyelesaian sistem persamaan linear
di atas?

4. Diketahui sistem persamaan linear
2xN3y=6
2xA3y=9
a) Carilah penyelesaian sistem persamaan linear dengan
menggunakan metode matriks.

i
Kelas XIl SMA/MA



b)

Carilah  penyelesaian sistem persamaan linear dengan
menggunakan metode eliminasi.

Metode manakah yang lebih cocok untuk menyelesaikan sistem
persamaan linear di atas.

Gambarlah garis lurus untuk tiap-tiap persamaan linear pada satu
diagram.

Apakah yang dapat disimpulkan tentang penyelesaian sistem
persamaan linear dengan kedudukan kedua garis untuk setiap
sistem persamaan.

5. Diketahui sistem persamaan linear

9)

2xN3y=6
4x i 6y = 12

Carilah  penyelesaian sistem persamaan linear dengan
menggunakan metode matriks.

Carilah  penyelesaian sistem persamaan linear dengan
menggunakan metode eliminasi.

Metode manakah yang lebih cocok untuk menyelesaikan sistem
persamaan linear di atas.

Gambarlah garis lurus dari tiap-tiap persamaan linear pada satu
diagram.

Apakah yang dapat disimpulkan tentang penyelesaian sistem
persamaan linear dengan kedudukan kedua garis untuk tiap-tiap
sistem persamaan.

Berdasarkan soal no 4 A 5 (e) buatlah kesimpulan tentang
banyaknya penyelesaian sistem persamaan linear.

Berdasarkan soal no 4 dan 5, buatlah kesimpulan bilamana metode
matriks tidak dapat digunakan.
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6. Pada saat ingin menonton ylm ke bioskop, Ida, Ahmad, dan Putra
masing-masing membeli snack. Ida membeli dua cokelat, satu
minuman dan dua bungkus popcorn dengan membayar Rp29.000,00.
Ahmad menghabiskan Rp19.000,00 karena membeli satu cokelat ,
dua minuman dan satu bungkus pop corn. Sedangkan Putra membeli
dua minuman dan tiga bungkus pop corn dengan menghabiskan
Rp33.000,00. Berapa harga dari tiap-tiap snack?

7. Sudut suatu segitiga yang berukuran sedang adalah 30° lebih besar
daripada sudut yang terkecil. Sudut yang terbesar 10° lebih besar
daripada sudut sedang. Berapakah besar tiap-tiap sudut?

o . : 1
8. Diberikan penyelesaian sistem persamaan linear adalah x = > dany =
L2 . . . : -
ng. Susunlah 3 sistem persamaan linear yang masing-masing terdiri
atas 2 persamaan linear dengan dua variabel dan penyelesaiannya

adalah nilai x dan y di atas!

Untuk soal no. 9 ii 10, carilah solusi persamaan linear dengan
menggunakan matriks.

9. 2xfA3y+z=M9 10. X+ yi z=i4 .
2x+ yhz=9 2x + 4y + 2z = 10.
X+ y+z=5 X+3y+ z=4

11. Diketahui sistem persamaan linear

2x+3y+z=0
X+2y+3z=0
3X+2y+z =0

a) Carilah penyelesaian sistem persamaan linear dengan
menggunakan matriks!

b) Apakah perbedaan sistem persamaan linear di atas dengan sistem
persamaan linear pada no 9 fi 10?

ﬂ Kelas XIl SMA/MA



12. Diketahui sistem persamaan linear

X+2y+22=03
2xfly+2z=9
3x+y+4z =8

a. Carilah penyelesaian sistem persamaan linear dengan
menggunakan matriks.

b. Carilah penyelesaian sistem persamaan linear dengan
menggunakan eliminasi.

c. Metode manakah yang lebih cocok untuk menyelesaikan sistem
persamaan linear di atas.

d. Apakah yang dapat disimpulkan tentang penyelesaian sistem
persamaan linear di atas.

e. Bagaimana penyelesaian sistem persamaan linear di atas jika
semua bilangan di ruas kanan diganti dengan 0.
13. Diketahui sistem persamaan linear

fi2x iz=0n3
fix+y+z=0nl
fi6x + 2y =i8

a) Carilah penyelesaian sistem persamaan linear dengan
menggunakan matriks.

b) Carilah penyelesaian sistem persamaan linear dengan
menggunakan eliminasi.

c) Metode manakah yang lebih cocok untuk menyelesaikan sistem
persamaan linear di atas.

d) Apakah yang dapat disimpulkan tentang penyelesaian sistem
persamaan linear.

e) Bagaimana penyelesaian sistem persamaan linear di atas jika
semua ruas kanan diganti dengan 0.

f) Berdasarkan hasil yang diperoleh dari soal 9 fi 13(e), apakah
yang dapat disimpulkan tentang banyaknya penyelesaian sistem
persamaan linear.

Kurikulum 2013 Matematika



14. Suatu rangkaian listrik terdiri dari dua baterai (6 V dan 9 V) dan tiga
resistor (47 ohm, 470 ohm, dan 280 ohm). Baterai-baterai tersebut
menghasilkan aliran arus listrik pada rangkaian. Misal x, y dan z
merepresentasikan arus dalam ampere yang mengalir melewati
masing-masing resistor. Voltasi yang melewati masing-masing resistor
adalah arus listrik dikalikan dengan resistansinya ( V= IR). Hal tersebut
menghasilkan dua persamaan loop pada rangkaian sebagai berikut:
47x + 470y = 6
280z + 470y =9
Arus listrik yang mengalir ke masing-masing titik pada rangkaian
harus mengalir keluar. Jadi, di persimpangan A, x +z iy =0. Tentukan
arus yang mengalir melalui masing-masing resistor!

6V oV
— | [ i—

| |

Loy

y
% 47W 470W % 280W
®

i e

Sumber: Discovering Algebra, an Investigative Approach

15. Carilah penyelesaian sistem persamaan berikut

g+£:1

X z
§ﬁ£+£:7
X Yy z
E+1ﬁl:2
X Yy z
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16.

17.

Pada suatu taman ria ada 3 jenis wahana bermain: Jolly, Adventure dan
Thrill. Karcis masuk gratis jika membeli satu paket tiket, termasuk 10
tiket untuk tiap-tiap wahana. Atau Anda dapat membayar Rp50.000,00
untuk karcis masuk dan kemudian membeli tiket untuk masing-masing
wahana secara tersendiri. Noah, Rita, dan Carey memutuskan untuk
membayar karcis masuk dan membeli tiket secara individu. Noah
membayar Rp195.500,00 untuk 7 wahana Jolly, 3 wahana Adventure
dan 9 wahana Thrill. Rita membayar Rp130.000,00 untuk 9 wahana
Jolly, 10 wahana Adventure. Carey membayar Rp249.500,00 untuk
8 wahana Jolly, 7 wahana Adventure dan 10 wahana Thrill. ( harga
tersebut belum termasuk tiket masuk)
a. Berapa harga tiap-tiap wahana?
b. Berapa yang harus dibayar untuk satu paket tiket lengkap?
c. Apakah Noah, Rita dan Carey sebaiknya membeli satu paket tiket
lengkap?

Sumber: Discovering Algebra, an Investigative Approach

Tomi dan Budi secara bersamaan membutuhkan waktu 12 menit untuk
mencuci sepeda motor. Budi dan Benny secara bersamaan membutuhkan
waktu 15 menit untuk menyelesaikan pekerjaan yang sama. Sedangkan
Tomi dan Benny secara bersamaan membutuhkan waktu 20 menit
untuk mencuci sepeda motor yang sama. Tentukan berapa menit yang
diperlukan oleh Tomi, Budi, dan Benny untuk mencuci sepeda motor
yang sama secara bersama-sama.
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18. Carilah himpunan solusi sistem persamaan berikut

e xy _1

,:\x+y 4

Ty _1

vtz 6

Tx 1

ix+z 8

Petunjuk : Tulis 2y 1 sebagai Xy 4. Demikian juga dengan

X+y 4 Xy

kedua persamaan lainnya.

19. Diberikan penyelesaian sistem persamaan linear adalah x =2,y =i 3,
danz =1 2.
Susunlah 3 sistem persamaan linear dengan setiap sistem terdiri atas 3
persamaan linear dengan 3 variabel dan penyelesaiannya adalah nilai x,
y dan z di atas.

20. Susunlah suatu sistem persamaan linear dengan 3 persamaan linear dan
3 variabel yang memiliki tak hingga banyaknya penyelesaian.

21. Carilah penyelesaian sistem persamaan berikut

sinU+cosb+2tano=2
sinU7 2cosh + tano=3
2sinUi coshi 2tano=3

dengan 0¢U¢27,0¢Hh¢2",0¢0¢2".

i
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Bab

2

Bunga, Pertumbuhan,
dan Peluruhan

Kompetensi Dasar Dan Pengalaman Belajar

Kompetensi Dasar Pengalaman Belajar

1.1 Menghayati dan mengamalkan ajaran Melalui pembelajaran pertumbuhan
agama yang dianutnya. dan peluruhan, siswa memperoleh

2.1 Menghayati perilaku disiplin, sikap pengalaman belajar:
kerjasama, sikap kritis dan cermat 1 Mengamati dan mendeskripsikan

dalam bekerja menyelesaikan masalah karakteristik masalah pertumbuhan
kontekstual.3.2 Mendeskripsikan

konsep barisan dan deret pada
konteks dunia nyata, seperti bunga,
pertumbuhan, dan peluruhan.

4.2 Mengidentiykasi, menyajikan model
matematika dan  menyelesaikan
masalah keseharian yang berkaitan
dengan barisan dan deret aritmetika,
geometri dan yang lainnya.

dan peluruhan.

2. Mengamati dan menerapkan
konsep barisan dan deret geometri
untuk menyelesaikan masalah
pertumbuhan dan peluruhan.



. Biogray Leonard Euler

Leonhard Euler (1707A 1783)
merupakan tokoh dominan dari
matematika abad kedelapanbelas dan
pengarang matematika yang paling
subur sepanjang masa. Lahir dekat
Besel, Swiss, ia belajar kepada orang
bangsanya Johann Bernoulli dan
telah menerbitkan makalah-makalah
pada usia 18 tahun. la menjabat di
Universitas Besel, St. Petersburg
Academy of Sciences. Pada waktu ia
meninggal, disebutkan bahwa semua
matematikawan Eropa adalah mahasiswanya.

Minat Euler terentang di semua matematika dan ysika. la memperkenalkan e
sebagai bilangan dasar untuk logaritma asli, memperlihatkan bahwa e dan e?
adalah tak rasional, dan menemukan hubungan luar biasa " = -1. Kebutaan
selama 17 tahun terakhir dari hidupnya tidak menghambat karyanya. Sebagian
disebabkan oleh daya ingatnya yang ajaib. la mengetahui dalam hati rumus-
rumus trigonometri dan analisis. Dikatakan bahwa ia telah mengerjakan suatu
perhitungan sampai 50 posisi desimal di dalam kepalanya. Selain itu, Euler
adalah seorang pecinta keluarga, yang seringkali menghabiskan waktu sore
harinya bersama 13 putra-putrinya dengan membangun permainan-permainan
ilmiah.

Sumber: wikipedia.org

Sumber : wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
Verberg, D., E. J. Purcell, and S. E. Steven. 2007. Calculus 8™. NJ: Pearson Education

Hikmah yang mungkin bisa kita petik adalah:

Keterbatasan ysik tidak menghambat seseorang untuk menghasilkan karya
yang fantastis.






Subbab 2.1 Bunga Tunggal Dan Bunga Majemuk

. Kegiatan 2.1.1 Mengenal Bunga Tunggal dan Bunga Majemuk

& Cerita 1

Pak Rian berencana menginvestasikan uangnya sebesar Rp50.000.000,00 di
bank dengan keinginan mendapatkan keuntungan yang besar. Dia memasuki

bank lokal A di daerahnya dan bertemu dengan pegawai di sana. Bank tersebut
menawarkan program investasi dengan bunga tunggal 10% tiap tahunnya
selama 5 tahun. Pak Rian akan menerima bunga setiap tahunnya sejumlah
Rp5.000.000,00. Sebelum memutuskan berinvestasi, Pak Rian pergi ke bank
lokal B yang yang tidak jauh dari bank sebelumnya. Bank B menawarkan
program investasi dengan modal sama selama 5 tahun tetapi dengan bunga
majemuk 9% tiap tahunnya. Pak Rian membuat perhitungan sendiri yang
dapat dilihat di tabel investasi Bank A dan Bank B di bawah ini:

Program Investasi Bank A dan Bank B

Tahun | Bunga Bank A Saldo A Bunga Bank B Saldo B

0 0 Rp50.000.000,00 0 Rp50.000.000,00
1 Rp5.000.000,00 | Rp55.000.000,00 | Rp4.500.000,00 | Rp54.500.000,00
2 Rp5.000.000,00 | Rp60.000.000,00 | Rp4.905.000,00 | Rp59.405.000,00
3 Rp5.000.000,00 | Rp65.000.000,00 | Rp5.346.450,00 | Rp64.751.450,00
4 Rp5.000.000,00 | Rp70.000.000,00 | Rp5.827.630,50 | Rp70.579.080,50
5 Rp5.000.000,00 | Rp75.000.000,00 | Rp6.352.117,245 | Rp76.931.197,745

Saldo Akhir Rp75.000.000,00 Rp76.931.197,745

Walaupun suku bunga yang ditawarkan Bank B lebih kecil dari Bank A, tetapi
program investasi dengan bunga majemuk di Bank B lebih menguntungkan
daripada bunga tunggal di Bank A. Dengan perhitungan yang cermat, Pak
Rian memutuskan untuk menginvestasikan uangnya pada Bank B.

i
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& Cerita 2

Andi adalah seorang mahasiswa Teknik Sipil sebuah universitas ternama
di Malang. Dia aktif di kegiatan mahasiswa termasuk klub fotogray. Andi
menginginkan sebuah kamera bagus untuk kegiatannya di klub tersebut.
Tetapi, harga kamera yang diinginkan sebesar Rp15.000.000,00. Dana yang
cukup besar bagi seorang mahasiswa. Andi mendapatkan tawaran pinjaman
dari BPR A dengan bunga tunggal 2% selama 2 tahun dan dari BPR B dengan
bunga majemuk 2% selama 2 tahun.

Andi membuat perhitungan sendiri sebelum menentukan pilihan sebagai
berikut:

Pinjaman BPR A dan BPR B

Pinjaman A Pinjaman B

0 0 Rp15.000.000,00 0 Rp15.000.000,00
1 Rp300.000,00 | Rp15.300.000,00 | Rp300.000,00 | Rp15.300.000,00

2 Rp300.000,00 | Rp15.600.000,00 | Rp306.000,00 | Rp15.606.000,00

Total Pinjaman Rp15.600.000,00 Rp15.606.000,00

Terdapat selisih besar pengembalian dana di BPR A dan BPR B. Dengan
perhitungan yang teliti, Andi memutuskan untuk meminjam dana di BPR A.

7€)

+< Ayo Mengamati

Perhatikan beberapa contoh permasalahan investasi dan pinjaman berikut ini:

1. Tomi meminjam uang di koperasi pegawai sebesar Rp100.000.000,00
untuk membeli mobil baru. Pinjaman yang diberikan selama 3 tahun
dengan bunga 8%. Tomi harus membayar bunga sebesar Rp8.000.000,00
per tahun. Tomi membayar lunas pinjaman dan bunganya sebesar
Rp124.000.000,00 di akhir masa pinjamannya.
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2. Dani akan membeli sepeda motor seharga Rp20.000.000,00. Dia
berencana akan meminjam uang ke suatu bank dengan bunga 8% selama
3 tahun. Dani diharuskan membayar bunga tiap tahunnya dengan besar
yang berbeda. Pada tahun pertama, bunganya sebesar Rp1.600.000,00.
Pada tahun Kkedua, bunga pinjamannya sebesar Rpl1.728.000,00.
Sedangkan bunga pada tahun ketiga adalah Rp1.866.240,00. Jadi, Dani
harus membayar lunas pinjaman dan bunganya sebesar Rp25.194.240,00.

3. Pak Lukman dan istrinya akan menabungkan uangnya masing-masing
sebesar Rp5.000.000,00 di tempat yang berbeda. Pak Lukman memilih
menabungkan uangnya di bank TPRIMAT dengan bunga 6% sedangkan
Bu Lukman menabungkan uangnya di bank iISENTOSAT dengan bunga
yang sama. Selama 3 tahun mereka tidak pernah mengambil maupun
menambah tabungannya. Ketika masing-masing mengambil uangnya di
bank, Pak Lukman dan istrinya mendapat rincian sebagai berikut:

Rincian tabungan Pak Lukman dan Bu Lukman

Bunga Bank Saldo Bunga Bank Saldo
TIPRIMAT Pak Lukman TSENTOSAT Bu Lukman
0 0 Rp5.000.000,00 0 Rp5.000.000,00
1 Rp300.000,00 | Rp5.300.000,00 [ Rp300.000,00 Rp5.300.000,00
2 Rp318.000,00 | Rp5.618.000,00 | Rp300.000,00 Rp5.600.000,00
3 Rp337.080,00 | Rp5.955.080,00 | Rp300.000,00 Rp5.900.000,00

Pak Lukman dan istrinya mendapatkan total dana yang berbeda satu sama
lain meskipun suku bunga yang ditawarkan sama.

4. Pak Amir meminjam uang sebesar Rp1.000.000,00 di KUD iMAJUT
untuk membeli pupuk. KUD memberikan pinjaman dengan bunga
sebesar 5% tiap bulannya. Pak Amir mampu melunasi hutangnya selama
4 bulan setelah masa panen. Total pinjaman yang harus dilunasi sebesar
Rp1.200.000,00 dengan bunga Rp50.000,00 tiap bulannya.

i
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Dari beberapa permasalahan di atas, contoh 1, contoh 3 untuk Bu Lukman,
dan contoh 4 adalah contoh bunga tunggal pada tabungan atau pinjaman.
Sedangkan contoh 2 dan contoh 3 untuk Pak Lukman adalah contoh bunga
majemuk pada tabungan atau pinjaman.

%) Ayo Menanya

Dari pengamatan Anda terhadap permasalahan di atas, tulislah minimal 4
pertanyaan yang memuat kata-kata ibarisan aritmetikaT, ibarisan geometrit,
1bunga tunggalT, Tbunga majemukT, TpinjamanT dan isimpanant.

yo Menggali Inform@

Coba amati kembali permasalahan dan pertanyaan yang sudah Anda buat,
mungkin pertanyaan-pertanyaan Anda ada di antara pertanyaan-pertanyaan
berikut:

1. Konsep barisan apa yang digunakan dalam menghitung bunga tunggal?

2. Konsep barisan apa yang digunakan dalam menghitung bunga majemuk?
3. Bagaimana cara menghitung bunga tunggal pada simpanan atau pinjaman?
4. Bagaimana cara menghitung bunga majemuk pada simpanan atau

pinjaman?

Untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan yang sudah Anda buat, ada baiknya
Anda perhatikan bagaimana cara kerja prosentase, barisan, dan deret
aritmetika, juga barisan dan deret geometri. Buatlah kesimpulan sementara
dari hasil pengamatan Anda. Carilah informasi dari beberapa buku referensi,
internet, atau sumber yang lain untuk menguatkan dugaan Anda.
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Carilah soal-soal mengenai bunga tunggal dan majemuk pada soal-soal UN,
OSN, atau SBMPTN di tahun-tahun yang lalu. Dari contoh-contoh tersebut,
dengan menggunakan kesimpulan sementara yang Anda buat, dapatkah Anda
mengelompokkan mana yang merupakan masalah bunga tunggal dan mana
yang merupakan masalah bunga majemuk?

Berikut ini diberikan beberapa permasalahan yang melibatkan bunga tungggal
dan bunga majemuk.

Masalah mengenai bunga tunggal

1. Adi mendapatkan dana pinjaman dari yayasan pendidikan ilndonesia
PintarT untuk melanjutkan pendidikan ke jenjang yang lebih tinggi
dengan pinjaman Rp20.000.000,00 dengan bunga tunggal 5% per tahun
selama 4 tahun. Adi membayar lunas pinjamannya setelah 4 tahun sebesar
Rp24.000.000,00 dengan rincian pinjaman sebagai berikut:

Tahun Bunga Pinjaman
0 0 Rp 20.000.000,00
1 Rp 1.000.000,00 Rp 21.000.000,00
2 Rp 1.000.000,00 Rp 22.000.000,00
3 Rp 1.000.000,00 Rp 23.000.000,00
4 Rp 1.000.000,00 Rp 24.000.000,00

2. Subhanakanmendirikansebuahtokokomputerdisebuahpusatperbelanjaan
di Malang. Subhan membutuhkan dana sebesar Rp100.000.000,00
yang akan diperolehnya dari pinjaman bank. Jika dia meminjan dana
tersebut dengan pelunasan dalam jangka waktu 5 tahun dengan bunga
tunggal 8% per tahun, maka setiap tahunnya pinjamannya bertambah
sebesar Rp8.000.000,00. Di akhir tahun kelima, Subhan membayar lunas
pinjamannya sebesar Rp140.000.000,00.
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3. Doni menabungkan uangnya di bank sebesar Rp10.000.000,00 di bank
dengan bunga tunggal 6% per tahun. Setelah 5 bulan Doni mengambil
semua uangnya untuk membayar biaya sekolahnya. Doni mendapatkan
uang sebesar Rp10.250.000,00 dengan rincian sebagai berikut

Bulan Bunga Saldo
0 0 Rp10.000.000,00
1 Rp50.000,00 Rp10.050.000,00
2 Rp50.000,00 Rp10.100.000,00
3 Rp50.000,00 Rp10.150.000,00
4 Rp50.000,00 Rp10.200.000,00
5 Rp50.000,00 Rp10.250.000,00

4. Abi meminjam uang sebesar Rp150.000.000,00 di bank untuk membeli
sebuah mobil dengan bunga tunggal 7% selama 5 tahun. Akibatnya bunga
yang harus dibayarkan Abi sebesar Rp10.500.000,00 per tahun. Abi dapat
membayar lunas pinjamannya selama 5 tahun dengan membayarkan
Rp3.375.000,00 setiap bulannya.

Masalah mengenai bunga majemuk

1. Sarah menabungkan uangnya sebesar Rp5.000.000,00 di bank
yang menjanjikan bunga majemuk 5% per tahun. Setelah 3 tahun,
Sarah mengambil semua uangnya. Sarah mendapatkan uang sebesar
Rp5.788.125,00 dengan rincian sebagai berikut.

Tahun Bunga Saldo
0 0 Rp5.000.000,00
1 Rp250.000,00 Rp5.250.000,00
2 Rp262.500,00 Rp5.512.500,00
3 Rp275.625,00 Rp5.788.125,00

" 79
Kurikulum 2013 Matematika



2. Sinta meminjam uang di koperasi untuk membeli mobil sebesar

Rp75.000.000,00 dengan bunga majemuk 3% selama 3 tahun. Sinta
mendapatkan rincian pinjamannya yang harus dibayarkan di akhir tahun
ketiga sebagai berikut.

Tahun Bunga Pinjaman
0 0 Rp75.000.000,00
1 Rp2.250.000,00 Rp77.250.000,00
2 Rp2.317.500,00 Rp79.567.500,00
3 Rp2.387.025,00 Rp81.954.525,00

Pak Ali meminjam uang di bank untuk membeli motor sebesar
Rp20.000.000,00 selama 3 tahun. Bank tersebut memberikan bunga
majemuk 5% per tahun yang dikenakan setiap 6 bulan. Berikut adalah
rincian pinjaman Pak Ali selama 3 tahun yang disajikan untuk setiap
periode penambahan bunga. Pinjaman yang harus dilunasi Pak Ali di
tahun ketiga sebesar Rp23.193.862,22.

Periode Bunga Pinjaman
0 0 Rp20.000.000,00
1 Rp500.000,00 Rp20.500.000,00
2 Rp512.500,00 Rp21.012.500,00
3 Rp525.312,50 Rp21.537.812,50
4 Rp538.445,31 Rp22.076.257,81
5) Rp551.906,45 Rp22.628.158,26
6 Rp565.703,96 Rp23.193.862,22

i
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4. Rina akan menabung uangnya di bank yang menjanjikan bunga majemuk
9% per tahun yang diberikan setiap 4 bulan sekali. Dia memutuskan untuk
menabung sebesar Rp2.000.000,00. Setelah 2 tahun Rina mengambil
semua uangnya di bank tersebut sebesar Rp2.388.104,59 dengan rincian
setiap periode 4 bulan sebagai berikut.

Periode

0

Bunga

0
Rp60.000,00
Rp61.800,00
Rp63.654,00
Rp65.563,62
Rp67.530,53

Rp69.556,44

Saldo
Rp2.000.000,00
Rp2.060.000,00
Rp2.121.800,00
Rp2.185.454,00
Rp2.251.017,62
Rp2.318.548,15

Rp2.388.104,59

Dari permasalahan yang telah diberikan, tulislah kesimpulan awal atau dugaan
awal mengenai apa itu bunga tunggal dan bunga majemuk, barisan atau deret
apa yang digunakan untuk menghitung bunga tunggal dan bunga majemuk
serta ciri-ciri bunga tunggal dan bunga majemuk. Untuk mengamati cara kerja
bunga tunggal dan bunga majemuk, Anda mungkin perlu mengingat deret

aritmetika maupun deret geometri.

Anda dapat mendiskusikan hasil dugaan awal dengan siswa/kelompok
lainnya untuk mendapatkan hasil yang lebih akurat. Dari dugaan awal
tersebut, coba Anda tentukan permasalahan berikut merupakan permasalahan
yang melibatkan bunga tunggal atau bunga majemuk dan jelaskan mengapa

demikian.
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Lina mendapatkan tawaran investasi dari dua bank dengan modal investasi yang
sama yaitu sebesar Rp20.000.000,00 selama 3 tahun. Bank 1AT menawarkan
bunga tunggal sebesar 8% per tahun, sedangkan Bank iBT menawarkan
bunga majemuk 7% per tahun. Jika Lina investasi ke Bank TAT maka di akhir
tahun ketiga Lina akan mendapatkan uang Rp24.800.000,00. Di lain pihak,
investasi di Bank 1BT akan menghasilkan uang Rp24.500.860,00. Karena
uang yang didapatkan lebih besar dari Bank TAT, maka Lina memutuskan
untuk menginvestasikan uangnya di Bank TAT.

Ayo
Mengomunikasikan

Tulislah kesimpulan yang Anda dapatkan tentang apa itu bunga tunggal dan
bunga majemuk serta ciri-ciri yang dapat membedakan kedua macam bunga
tersebut berdasarkan konsep barisan yang digunakan. Setelah itu Anda dapat
mendiskusikan kesimpulan Anda dengan siswa/kelompok lainnya. Secara
santun silakan berkomentar satu sama lainnya, memberikan usul dan akhirnya
menyepakati ide-ide yang paling tepat menurut kalian.

i
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. Kegiatan 2.1.2 Rumus Umum Bunga Tunggal

Dari kesimpulan aktivitas sebelumnya tentu Anda sudah dapat mengetahui
permasalahan mana yang menggunakan bunga tunggal dan mana yang bunga
majemuk dilihat dari besar bunga tiap tahun atau periode. Hal yang paling
sederhana yang dapat diamati mengenai ciri-ciri bunga tunggal adalah besar
bunga tiap periode selalu tetap, sedangkan besar bunga majemuk berubah-
ubah tiap periodenya bergantung pada modal tiap awal periodenya. Perlu
diperhatikan bahwa pembayaran bunga dilakukan setelah satu periode
tercapai. Sebagai contoh, jika investasi dilakukan pada tanggal 16 Juni 2014
dengan bunga 8% per tahun, maka bunga akan dibayarkan sekitar tanggal 17
Juni 2015.

Pertanyaan selanjutnya yang mungkin kalian pikirkan adalah bagaimana
menentukan besarnya bunga tunggal dan bunga majemuk terhadap investasi
atau pinjaman setelah periode tertentu. Secara prinsip, bunga tunggal
didapatkan dari modal awal dan besarnya tetap setiap tahunnya. Di lain pihak,
bunga majemuk dikenakan terhadap modal yang ditambahkan dengan bunga
dari periode sebelumnya.

Dalam subbagian ini akan dibahas lebih jauh mengenai bunga tunggal dan
rumus umumnya. Pembahasan mengenai bunga majemuk akan diuraikan pada
subbagian berikutnya. Untuk menjawab pertanyaan mengenai bunga tunggal,

mari amati beberapa contoh permasalahan bunga tunggal berikut ini.

& Ayo Mengamati

L jCeanieh22 2

Rubi menabung di koperasi pegawai yang memberikan bunga tunggal sebesar
4% per tahun. Jika Rubi menabung sebesar Rp2.000.000,00, maka hitunglah
uang Rubi setelah 4 tahun menggunakan alternatif jawaban berikut ini.

Tahun Bunga Saldo
0 Rp2.000.000,00
1 4% dari Rp2.000.000,00 = Rp2.080.000,00
Rp80.000,00 (2.000.000 + 80.000 = 2.080.000)
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Tahun Bunga Saldo

. Rp2.160.000,00
0, =
2 é@sgagoggi.ooo.ooo,oo (2.080.000 + 80.000 = 2.000.000 +
pol.oen, 2(80.000) = 2.160.000)
5 | 4%dari Rp2.000.000,00= 5
Rp80.000,00
4 @] @

L jCenitsh23 2

Pak Soni membutuhkan dana untuk merenovasi rumahnya. Beliau memutuskan
meminjam uang sebesar Rp15.000.000,00 ke koperasi pegawai dengan bunga
tunggal 5% per tahun. Pak Soni berencana akan melunasi pinjamannya setelah
tahun kelima. Tentukan besar pinjaman Pak Soni yang harus dibayarkan pada
akhir tahun ke-5 menggunakan alternatif jawaban berikut ini.

Tahun Bunga Pinjaman
0 Rp15.000.000,00
i 5% dari Rp15.000.000,00 = Rp15.750.000,00
Rp750.000,00 (15.000.000 + 750.000 = 15.750.000)

5% dari Rp15.000.000,00 = Rp16.500.000,00
2 (15.750.000 + 750.000 = 15.000.000 +

Rp750.000,00 2(750.000) = 16.500.000)

5% dari Rp15.000.000,00 = Rp17.250.000,00
3 (16.500.000 + 750.000 = 15.000.000,00

Rp750.000,00 +3(750.000) = 17.250.000)
4 @] 2

5 |O ®)

i
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C(?)) Ayo Menanya |

Setelah mengamati kedua contoh sebelumnya, buatlah pertanyaan-pertanyaan
mengenai bunga tunggal. Usahakan pertanyaan Anda memuat kata-kata

1bunga ke-nT, isaldo ke-nT, ipinjaman ke-nT, ibarisan aritmetikaT.

yo Menggali Inform@

Berdasarkan pada pertanyaan-pertanyaan yang Anda buat sebelumnya,
mungkin ada pertanyaan-pertanyaan yang Anda ajukan seperti di bawah ini.

Bagaimana menentukan bunga ke-n untuk permasalahan bunga tunggal?
Bagaimana menentukan saldo ke-n untuk permasalahan bunga tunggal?
Konsep barisan atau deret apakah yang dapat digunakan untuk menyelesaikan
permasalahan bunga tunggal?

Untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan tersebut, amati alternatif
jawaban pada kedua tabel yang disajikan dalam Contoh 2.2 dan 2.3.
Sebelum menentukan rumus umumnya, mungkin ada baiknya jika Anda
mencoba menentukan saldo atau pinjaman pada tahun tertentu, misalnya
pada tahun ke-10. Buatlah dugaan sementara mengenai rumus umum
bunga tunggal. Gunakan buku referensi lain, internet, atau sumber
lainnya yang dapat mendukung dugaan sementara Anda.
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Untuk lebih menguatkan hasil pengamatan Anda, berikut disajikan
permasalahan lainnya.

L jCenieh 24 2

Soy menabung uang hasil kerja sambilan sebesar Rp2.000.000,00 di bank yang
menawarkan bunga tunggal 8% per tahun. Jika Soy tidak pernah mengambil
uangnya selama 4 tahun, maka besar saldo yang dimiliki Soy dapat dihitung
dengan melengkapi tabel berikut ini.

Tahun Bunga Saldo

0 0 Rp2.000.000,00

1 8% dari 2.000.000 = ... Rp... i
(2.000.000 + O = O)
Rp...

2 @] (2.000.000 + © +O =
2.000.000 +2( O ) = O)
Rp...

3 @] (2.000.000 + O + O + O =2.000.000
+3(0)=0)
Rp...

4 @) (2.000.000+ O +O+0O+0O =
2.000.000 +4( O )=0)

Dapatkah Anda menghitung total saldo tabungan Soy pada akhir tahun ke-10?

Dengan menggunakan konsep barisan aritmetika, besar saldo tabungan Soy
setelah tahun ke-10 adalah O.

Dengan pola yang sama untuk mencari saldo tahun ke-10, Anda juga dapat
menghitung total saldo untuk tahun-tahun lainnya.

Selanjutnya, jika diperhatikan pola penambahan bunga setiap tahunnya maka
total bunga pada akhir tahun ke-n adalah

2.000.000,0028% 3n=..

i
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Dengan demikian total saldo yang akan diterima Soy pada tahun ke-n adalah
2.000.000 + (2.000.000 = 8% 3n)
=2.000.000 (1 + (8% 3n))

Berikut diberikan contoh lainnya tentang bunga tunggal. Anda dapat
menyelesaikan soal berikut dengan cara yang serupa dengan contoh

sebelumnya atau dengan cara lainnya yang Anda kuasai.

L JCenih25 g

Susi ingin membeli laptop edisi terbaru dengan harga Rp8.000.000,00. Untuk
itu, dia meminjam uang seharga laptop tersebut dengan bunga tunggal 6%.
Jika Susi ingin melunasi pinjaman tersebut setelah tahun keempat, tentukan

total pinjaman Susi pada akhir tahun ke-4,
total pinjaman Susi pada akhir tahun ke-7,
total bunga pada akhir tahun ke-n,

total pinjaman Susi pada akhir tahun ke-n.

> wbd e

Jika modal awal tabungan atau pinjaman dilambangkan oleh M, suku bunga
per tahun yang ditawarkan dilambangkan oleh r, dan lamanya tabungan atau
pinjaman adalah n tahun, maka untuk menentukan rumus umum bunga tunggal
tahun ke-n, jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut.

1. Berapakah besar bunga tiap tahunnya?

2. Berapakah total bunga pada akhir tahun ke-n?

3. Berapakah total saldo atau pinjaman pada akhir tahun ke-n?

4. Konsep barisan apakah yang dapat digunakan dalam menghitung bunga
tunggal?
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Tuliskan jawaban-jawaban Anda dalam kotak yang tersedia di bawah ini.

Sistem pembayaran bunga pada simpanan ataupun pinjaman juga dapat
dibayarkan lebih dari satu kali dalam satu tahun. Sebagai contoh, suku
bunganya sebesar 10% per tahun, tetapi bunga yang dibayarkan setiap 4 bulan
sekali. Perhatikan contoh-contoh berikut.

L JCenish 26 4

Soy menabung uangnya sebesar Rp2.000.000,00 dengan bunga tunggal 8%
per tahun. Jika bunga akan dibayarkan setiap 3 bulan sekali, maka tentukan:

1.

2.
3.
4

bunga yang dibayarkan setiap periode,
total saldo pada akhir tahun ke-4,

total saldo pada akhir bulan ke-57,
total saldo pada akhir tahun ke-n.

Perhatikan bahwa bunga yang akan didapatkan Soy per tahun adalah
8% dari 2.000.000 = 160.000.

a.

Kelas XIl SMA/MA

Jika bunga dibayarkan setiap 3 bulan sekali, maka bunga akan dibayarkan
sebanyak 4 kali dalam satu tahun (mengapa?).

Dengan demikian bunga yang dibayarkan setiap periode adalah sebesar

l 3160.000 = ...
4

Karena terdapat 4 periode pembayaran bunga dalam satu tahun, maka
terdapat 16 periode pembayaran bunga dalam 4 tahun (mengapa?)
sehingga total bunga pada akhir tahun ke-4 adalah




163 %3160.000 =..

Jadi, saldo tabungan pada akhir tahun ke-4 adalah
2.000.000 + (16 3 %3 160.000)

=2.000.000 + (16 = %3 8% 32.000.000)

=2.000.000 (1 + (16 3 %3 8%))

c. Pada akhir bulan ke-57, terdapat 19 periode pembayaran bunga
(mengapa?), sehingga saldo tabungannya menjadi

2.000.000 + (19 3 %3160.000)

=2.000.000 (1 + (19 3 %3 8%))

d. Pada akhir tahun ke-n, terdapat 4n kali pembayaran bunga (mengapa?),
sehingga total bunga pada akhir tahun ke-n adalah

4n 3 %3160.000 =..

Jadi, saldo tabungan pada akhir tahun ke-n adalah

2.000.000 + (4n =3 %3160.000)

=2.000.000 (L + (4n 3 %3 8%))

Dengan menggunakan cara yang serupa dengan penyelesaian contoh di atas
atau dengan cara lainnya yang Anda kuasai, coba selesaikan permasalahan

berikut pada kotak yang sudah disediakan.

|
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L JCenish 27 4

Ali menabung di bank sebesar Rp5.000.000,00 dengan bunga 7% yang
dibayarkan setiap bulan. Tentukan saldo tabunganya pada akhir bulan ke-30

dan tentukan pula saldo tabungannya pada akhir tahun ke-n.

Perhatikan Contoh 2.6 dan Contoh 2.7. Jika modal awal dilambangkan dengan
M, bunga tunggal yang ditawarkan adalah r per tahun, tetapi bunga dibayarkan
sebanyak k kali dalam setahun, maka tuliskanlah rumus umum saldo tabungan
setelah t periode.

Ayo
Mengomunikasikan

Tulislah kesimpulan yang Anda dapatkan dari kegiatan di atas di dalam kotak
yang sudah disediakan. Diskusikan dengan teman atau kelompok lainnya
dengan santun mengenai kesimpulan yang sudah dibuat.

i
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Latihan 2.1.2

[\

1T \

Jika Budi menabung uangnya yang sebesar Rp3.000.000,00 di bank
dengan bunga tunggal yang ditawarkan sebesar 6%, maka tentukan
total saldo tabungannya pada akhir tahun ke-6.

Hana menabung uangnya sebesar Rp500.000,00 dengan bunga tunggal
5,5% yang dibayarkan setiap 6 bulan sekali. Berapakah saldo tabungan
Hana jika dia mengambil uangnya setelah 42 bulan?

Berapakah total saldo yang diterima dalam waktu 30 bulan jika Adi
menabung uangnya sebesar Rp8.000.000,00 dengan bunga 4% per
tahun?

Jika Santi menabung sebesar Rp5.000.000,00, dia mendapat bunga
sebesar Rp93.750,00 dalam waktu 9 bulan. Tentukan suku bunga
tunggal per tahun yang ditawarkan.

Pak Juni meminjam uang sebesar Rp12.000.000,00 di sebuah BPR
dengan bunga tunggal 6,5% per tahun. Tentukan lama pinjaman Pak
Juni jika beliau mengembalikan uang pinjaman tersebut sebesar
Rp15.900.000,00.

Pengayaan

6. Berapa tahun yang dibutuhkan Abi untuk mendapatkan saldo dua kali

lipat jika ia menabung sebesar Rp3.000.000,00 dengan bunga tunggal
5% per tahun?

Dita meminjam uang di dua BPR yang berbeda dengan masa pinjaman
keduanya adalah 3 tahun. Total bunga tunggal dari kedua BPR yang
harus ia bayarkan adalah Rp1.125.000,00. Dita meminjam uang
sebesar Rp5.000.000,00 pada BPR A dengan bunga tunggal 3.5%.
Sedangkan BPR B menawarkan bunga tunggal 4% per tahun.

Tentukan besar pinjaman Dita pada BPR B.
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. Kegiatan 2.1.3 Rumus Umum Bunga Majemuk

Setelah mengetahui rumus umum tahun ke-n untuk bunga tunggal, pertanyaan
selanjutnya yang harus dijawab adalah bagaimana menentukan rumus umum
tahun ke-n untuk bunga majemuk. Perlu diingat bahwa untuk menentukan
bunga tunggal tiap tahun, modal yang dikalikan dengan prosentase bunga
adalah modal awal. Sedangkan pada bunga majemuk, bunga yang didapatkan
di setiap tahunnya ditambahkan ke modal sebelumnya untuk mendapatkan
modal yang baru. Sehingga bunga di tahun berikutnya merupakan hasil kali
dari suku bunga dengan modal yang baru. Hal ini yang mengakibatkan bunga
majemuk tiap tahunnya berubah-ubah.

Untuk mengetahui lebih dalam mengenai bunga majemuk, amati permasalahan-
permasalahan berikut.

@[Contohf2’s]

Joko menabungkan uangnya sebesar Rp2.000.000,00 di bank dengan bunga
majemuk 4%. Besar saldo Joko pada akhir tahun ke-4 disajikan dalam alternatif
penyelesaian berikut.

Tahun Bunga Saldo

0 Rp2.000.000,00
4% dari Rp2.000.000,00 = | RP2.080.000,00

1 (2.000.000 + 80.000 =
Rpg0.000,00 2.080.000)
4% dari Rp2.080.000,00 = | RP2.163.200,00

2 (2.080.000 + 83.200 =
et 2.163.200)

o | 4% dari Rp2.163.200,00 = &
Rp86.528,00

4 @) @)

i
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L [Ceniteh 20 2

Tika meminjam uang di bank yang menawarkan bunga majemuk 5% dengan
besar pinjaman Rp15.000.000,00 selama 5 tahun. Tika harus mengembalikan
pinjamannya sebesar Rp19.144.223,54 dengan rincian sebagai berikut.

0 Rp15.000.000,00
59 dari Rp15.000.000,00 = | RP15:750.000,00
. (15.000.000 + 750.000 =
Rp750.000,00 15.750.000)
, | 5%dari Rp15.750.000,00 = er;1$.5503;(.;00,$§7 500
. . + . =
Rp787.500,00 §.6.537.500)
3 O ©
5% dari Rp17.364.375,00 = ;
4 | ©
O
5 O ©
Moo

C(?)) Ayo Menanya

Setelah mengamati kedua contoh bunga majemuk di atas, coba buat pertanyaan-
pertanyan mengenai bunga majemuk. Usahakan pertanyaan Anda memuat
kata-kata isaldo ke-nT, bunga ke-nT, Trumus umumT, Tbarisan geometriT.
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yo Menggali Inform@

Dari pertanyaan-pertanyaan sebelumnya, mungkin pertanyaan Anda
diantaranya adalah

Bagaimana menentukan bunga majemuk pada akhir tahun tahun ke-n?
Bagaimana menentukan total bunga majemuk pada akhir tahun ke-n?
Bagaimana menentukan total saldo atau pinjaman pada akhir tahun ke-n?
Konsep barisan atau deret apakah yang bisa digunakan untuk menghitung
bunga majemuk?

e 0 T

Untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan di atas, mungkin ada baiknya jika
Anda coba tentukan saldo tabungan pada akhir tahun tertentu, akhir tahun ke-10
misalnya. Kemudian carilah bentuk yang mirip dari setiap tahunnya. Dengan
demikian Anda dapat menentukan saldo tahun ke-n dengan lebih mudah.

Buatlah dugaan sementara mengenai rumus umum bunga majemuk dari
pengamatan Anda. Gunakan buku referensi lain, internet atau sumber lainnya

untuk mendukung dugaan sementara Anda.

Untuk lebih menguatkan kesimpulan sementara yang Anda buat, amati contoh
berikut ini.

L JCenieh2A0 2

Pak Purba menyimpan uang di Bank sebesar Rp10.000.000,00 dengan bunga
majemuk 3%. Besar tabungan Pak Purba di akhir tahun ke-4 dapat kita hitung
dengan uraian sebagai berikut.

Bunga akhir tahun 1 : 3% dari 10.000.000 = 300.000
Saldo akhir tahun 1:

10.000.000 + 300.000
=10.000.000 + (10.000.000 3 3%)
=10.000.000 + (1 + 0,03)
=10.300.000
Jadi saldo akhir tahun ke 1 adalah Rp10.300.000,00.

i
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Bunga akhir tahun 2 : 3% dari 10.300.000 = 309.000
Saldo akhir tahun 2 :
10.000.000 + 300.000 + 309.000
=10.000.000 + (1 + 0,03) + 309.000
=10.000.000 + (1 + 0,03) + 10.000.000 (1 + 0,03) 3 0,03)
=10.000.000 (1 + 0,03) (1 + 0,03)
=10.000.000 (1 + 0,03)?
=10.609.000
Jadi saldo akhir tahun 2 adalah Rp10.605.000,00

Bunga akhir tahun 3 : 3% dari 10.609.000 = 318.270

Saldo akhir tahun 3 :
10.000.000 + 300.000 + 309.000 + 318.270
=10.000.000 + (1 + 0,03)~ + 318.270
=10.000.000 + (1 + 0,03)~ + 10.000.000 (1 + 0,03) 3 0,03)
=10.000.000 (1 + 0,03)- 3 (1 + 0,03)
=10.000.000 (1 + 0,03)-
=10.927.270

Jadi saldo akhir tahun 3 adalah Rp10.927.270,00

Bunga akhir tahun 4 : 3% dari ... = ...
Saldo akhir tahun 4 : ...

Dengan demikian, besar saldo tabungan Pak Purba di akhir tahun keempat

adalah O

Dengan cara yang sama, dapatkah Anda menghitung saldo tabungan beliau

jika tidak mengambil uangnya selama 8 tahun?

Total saldo yang dimiliki Pak Purba di akhir tahun ke-8 adalah sebesar O
Lalu bagaimana dengan total saldo yang dimiliki pada akhir tahun ke-20?
Jika diperhatikan pola saldo setiap akhir tahunnya, maka saldo Pak Purba pada

akhir tahun ke-n adalah O

Untuk lebih memperjelas cara menyelesaikan permasalahan bunga majemuk,
berikut diberikan contoh lainnya. Coba Anda selesaikan permasalahan berikut

dengan cermat.

|
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@|[Contohf2iil

Andi menyimpan uang sebesar Rp4.000.000,00 di bank dengan bunga 4% per
tahun. Tentukanlah:

a.

b.
C.
d

bunga yang diterima Andi pada akhir tahun ke-4,
saldo akhir tahun ke-4,
saldo yang dimiliki Andi pada akhir tahun ke-15,

saldo yang dimiliki Andi pada akhir tahun ke-n.

Jika modal awal simpanan atau pinjaman dilambangkan dengan M, suku
bunga majemuk per tahun dilambangkan dengan r, dan waktu simpanan
atau pinjaman selama n tahun, maka untuk menentukan rumus umum bunga
majemuk tahun ke-n, jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut.

i

Bagaimana cara menghitung bunga majemuk setiap tahunnya?
Berapakah total bunga majemuk pada akhir tahun ke-n?

Berapakah total saldo pada akhir tahun ke-n?

Konsep barisan apakah yang digunakan untuk menghitung saldo setiap

tahun dengan bunga majemuk?

Seperti halnya bunga tunggal, bunga majemuk juga dapat dibayarkan beberapa
kali dalam setahun. Untuk bunga majemuk yang dibayarkan lebih dari satu
kali dalam satu tahun, perhatikan permasalahan berikut.

i
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L [Centeh 2412 2

Lia menabung uangnya sebesar Rp5.000.000,00 di suatu bank yang
memberikan bunga 3% per tahun yang dibayarkan setiap 6 bulan sekali. Besar
saldo tabungan Lia setelah 3 tahun dapat dihitung sebagai berikut.

Tahun 1

a.

Periode 1 (6 bulan pertama)

Bunga : g% dari 5.000.000 = 75.000

Tahukah Anda mengapa suku bunganya dibagi dengan 2?
Saldo : 3

5.000.000 (1 + > %)
=5.075.000
Jadi saldo periode 1 (6 bulan pertama) adalah Rp5.075.000,00

Periode 2 (6 bulan kedua)
Bunga : %% dari 5.075.000 = 76.125

Saldo :
5.075.000 + 76.125

= 5.000.000 (1 + %%) + (% % 3 (5.000.000 (1 + g%)))

=5.000.000 (L + %%)(1 + %%)

= 5.000.000 (1 + %%)2

=5.151.125
Jadi saldo periode 2 (6 bulan kedua) adalah Rp5.151.125,00

Tahun 2
a. Periode 3 (6 bulan ketiga)

Bunga : %% dari 5.151.125 = ..
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Saldo :
5.151.125 + ...
=5.000.000 (1 + g%)2 + (% % 3 (5.000.000(1 + g%)z))

- 5.000.000 (1 + g%)Z(...)

= 5.000.000 (1 + g%)...

=5.228.391,88
Jadi saldo periode 3 (6 bulan ketiga) adalah Rp5.228.391,88 ,00

. Periode 4 (6 bulan keempat)
Bunga : %% dari 5.228.391,88 = ...

Saldo :
5.228.391,88 + ...
=5.000.000 (1 + g%)... + (g % 3 (5.000.000(1 + %%)...))

= 5.000.000 (L + g%)---(...)

= 5.000.000 (1 + g%)---

=5.306.817,76
Jadi saldo periode 4 (6 bulan keempat) adalah Rp5.306.817,76

Tahun 3

a. Periode 5 (6 bulan kelima)

Bunga : %% dari 5.306.817,76 = ...

Saldo :
5.306.817,76 + ...
=5.000.000 (1 + g%)--- + (% % 3 (5.000.000(1 + %%)4))

= 5.000.000 (1 + g%)---(...)
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= 5.000.000 (1 + g%)...

=5.386.420,03
Jadi saldo periode 5 (6 bulan kelima) adalah Rp5.386.420,03

b. Periode 6 (6 bulan keenam)

Bunga : %% dari 5.386.420,03 = ...

Saldo :
5.386.420,03 + g 3 3
=5.000.000 (1 + > %) + (E % 3 (5.000.000(1 + E%)---))

= 5.000.000 (1 + %%)---(...)

= 5.000.000 (1 + g%)...

=5.467.216,33
Jadi saldo periode 6 (6 bulan keenam) adalah Rp5.467.216,33

Jika diamati lebih teliti mengenai saldo di setiap periode, tentukan total saldo
di akhir periode ke-20.

Tentukan pula total saldo yang dimiliki Lia pada akhir tahun ke-20. Apakah
sama dengan saldo di akhir periode ke-20?

Selanjutnya, tentukan saldo di tabungan Lia pada akhir tahun ke-n.

Dengan mengamati contoh dan penyelesaiannya di atas, coba Anda selesaikan
permasalahan berikut dengan cara yang serupa atau cara lain yang Anda
kuasai.

@ |[Contoh2ii3)

Anto meminjam uang sebesar Rp6.000.000,00 dengan bunga majemuk 8%
per tahun yang dibayarkan setiap 3 bulan. Tentukan besar total pinjaman
Anto selama 2 tahun jika ia tidak pernah mencicil pinjamannya selama masa
tersebut.

|
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Jika simpanan dengan bunga majemuk dibayarkan sebanyak k kali dalam
setahun dengan bunga r per tahun dan modal awal P, maka dapatkah Anda
menghitung besarnya saldo akhir tahun ke-n?

Untuk menjawab pertanyaan tersebut, jawablah pertanyaan-pertanyaan
berikut.
a. Berapakah bunga yang diterima pada tahun ke-n?

b. Berapakah saldo yang dimiliki pada tahun ke-n?

Ayo
Mengomunikasikan

Tulislah kesimpulan yang Anda dapatkan dari kegiatan di atas di dalam kotak
yang sudah disediakan. Kemudian, diskusikan dengan teman atau kelompok

lainnya dengan santun mengenai kesimpulan yang sudah dibuat.
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Latihan 2.1.3

[\

r —

Suatu modal sebesar Rp10.000.000,00 diinvestasikan selama 2
tahun dengan bunga sebesar 10%. Tentukan besar modal jika modal
dibungakan majemuk

a. tahunan b. setiap setengah tahun c. setiap 3 bulan

d. setiap bulan . setiap hari f. setiap jam

Suatu modal sebesar Rp1.000.000,00 diinvestasikan dengan bunga 8%.
Tentukan besar modal di akhir tahun ketiga jika modal diinvestasikan
dengan bunga majemuk

a. tahunan, b. setiap tiga bulan, c. harian.

Suatu modal sebesar Rp5.000.000,00 dibungakan majemuk 4%
pertahun. Tentukan besar modal setelah 14,5 tahun.

Pak Ali menabung Rp1.000.000,00 di suatu bank dengan bunga tunggal
sebesar 4% per tahun. Pak Budi juga menabung Rp1.000.000,00 di
bank yang sama dengan bunga majemuk 4% per tahun. Setelah 5 tahun,
tabungan siapakah yang lebih banyak?

Setiap awal tahun Pak Amir menabung sebesar Rp1.000.000,00 di bank
yang memberikan bunga majemuk sebesar 4% per tahun. Pada awal
tahun keenam, Pak Budi juga menabung sebesar Rp1.000.0000,00
di bank yang sama dan besar bunga majemuk yang sama. Tentukan
selisih tabungan Pak Amir dan Pak Budi di akhir tahun ke sepuluh.

Pengayaan

6.

Pak Ali menabung Rp1.000.000,00 di suatu bank dengan dibungakan
secara majemuk sebesar 4% setiap 6 bulan. Pada saat yang sama,
Pak Budi juga menabung Rp1.000.000,00 di bank yang sama dan
dibungakan secara majemuk setiap tahun. Tentukan besar bunga yang
akan diberikan kepada Pak Budi sehingga tabungan mereka sama besar
di akhir tahun ke 5.
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Suatu modal sebesar Rp1.000.000,00 dibungakan majemuk 4% setiap
tahun. Suatu modal lain juga sebesar Rp1.000.000,00 dibungakan
majemuk p% setiap 3 bulan. Tentukan nilai p supaya kedua modal
tersebut sama di akhir tahun pertama.

Pak Ali mempunyai modal sebesar Rp50.000.000,00 . Modal tersebut
dipisahkan menjadi 2 tabungan yaitu tabungan A dan tabungan B yang
masing-masing dibungakan majemuk dengan bunga 10% per tahun.
Tabungan A dan B masing-masing diinvestasikan selama 5 tahun dan 8
tahun. Ternyata hasil investasi tabungan A dan B sama besar. Tentukan
besar masing-masing tabungan A dan B di awal investasi.

Sepasang suami istri melakukan pengamatan bahwa biaya pendidikan
di universitas pada saat ini adalah Rp30.000.000,00 dan setiap tahun
mengalami kenaikan sebesar 10% dari tahun sebelumnya. Suami istri
tersebut ingin menabung setiap tahun selama 15 tahun mulai tahun ini
untuk biaya pendidikan anak mereka kelak di universitas. Setiap tahun
mereka ingin menabung sebesar M di bank dan memperoleh bunga
majemuk tahunan sebesar r%. Tentukanlah nilai M dan r sehingga
hasil tabungan suami istri tersebut melebihi biaya pendidikan 15 tahun
kemudian. ( Jawaban dapat lebih dari 1).
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Subbab 2.2 Pertumbuhan dan Peluruhan

. Kegiatan 2.2.1 Mengenal Pertumbuhan dan Peluruhan

Sistem Pemasaran

Pernahkah Anda mendengar sistem pemasaran dengan model multilevel
marketing? Sistem pemasaran tersebut diilustrasikan pada skema pada Gambar 1.

/\
/N o
,f*"\q
L KX XN, W

Sumber: Perludiketahui.wordpress.com

Gambar 1. Sistem Pemasaran

Skema pada Gambar 1 menunjukkan bahwa setiap anggota harus merekrut dua
anggota. Misalkan Anda berhasil merekrut dua anggota, maka kedua anggota
tersebut berada pada tingkat 1. Selanjutnya jika kedua anggota pada tingkat
1 masing-masing berhasil merekrut dua anggota, maka keempat anggota dari
tingkat 1 berada pada tingkat 2 dan anggota yang Anda memiliki sebanyak 6
orang. Selanjutnya, jika keempat anggota pada level 2 masing-masing merekrut
2 anggota, maka anggota pada tingkat 3 sebanyak 8 orang dan anggota Anda
mencapai 14 orang. Tentunya Anda bisa menghitung banyak anggota yang
Anda miliki jika tingkat Anda semakin tinggi.

|
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+< Ayo Mengamati

& [Coniizy

Model serupa juga terjadi pada pertumbuhan organisme. Misalkan hasil
pengamatan pada suatu laboratorium mengenai pertumbuhan bakteri

diilustrasikan pada gambar 2.

Gambar 2. Pembelahan Bakteri Sumber: Core-Plus Mathematics Course 1

Berdasarkan Gambar 2. tampak bahwa satu bakteri dapat membelah menjadi
dua bakteri dan untuk membelah diri dibutuhkan waktu 1 jam. Dengan kata
lain dari satu bakteri setelah 1 jam akan diperoleh dua bakteri. Selanjutnya,
jika setiap bakteri dapat membelah diri menjadi dua bakteri baru, maka setelah
2 jam akan diperoleh empat bakteri. Hitunglah banyak bakteri jika waktu
terus bertambah. Buat dugaan kecenderungan banyak bakteri jika waktu terus
bertambah. Dukung dugaan yang Anda buat dengan melengkapi tabel berikut.

Waktu (jam) Banyak bakteri hasil membelah diri

15
24
48
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Apa yang dapat Anda simpulkan mengenai nilai yang diperoleh dari tabel
di atas? Amati apakah banyak bakteri hasil membelah diri bertambah atau
berkurang seiring bertambahnya waktu?

@ |[Contohl2115)

Pernahkah Anda memantulkan bola pingpong? Jika Anda pantulkan maka
bola itu akan memantul berulang-ulang sebelum berhenti. Ketinggian tiap-

tiap pantulan akan lebih rendah daripada pantulan sebelumnya, seperti pada
Gambar 3.

\

'mw,,@
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Gambar 3. Pantulan Bola Sumber: Core-Plus Mathematics Course 1
Andaikan sebuah bola pingpong dijatuhkan dari ketinggian 5 meter dan akan
memantul kembali sejauh %dari ketinggian sebelumnya. Tentukan ketinggian
setelah pantulan ke-3, setelah pantulan ke-4, dan seterusnya. Buat dugaan

kecenderungan tinggi pantulan yang dihasilkan. Dukung dugaan yang Anda
buat dengan melengkapi tabel berikut.

Pantulan ke- Tinggi bola yang dicapai (dalam meter)
848
1 4—ae 0(5)
¢
16 446 44044 ,_.0 a4o
2 —= 5} 5
5 ~250W 558007559
o : 105
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3 64 40160 147 i4g 5)3—348(5)
25 §5% 59 5250

4

5

10

15

20

Apa yang dapat Anda simpulkan mengenai nilai yang diperoleh dari tabel di
atas? Coba Anda amati apakah tinggi pantulan bola bertambah atau berkurang
seiring bertambahnya pantulan?

Berdasarkan kedua masalah di atas, masalah 1 mengenai pembelahan bakteri
merupakan masalah pertumbuhan. Sedangkan masalah 2 mengenai benda
jatuh merupakan masalah peluruhan.

(g) Ayo Menanya |

Setelah Anda mengamati kedua masalah di atas, tentunya Anda ingin tahu
tentang ciri dari masalah pertumbuhan dan peluruhan. Sekarang, coba Anda
buat pertanyaan terkait ciri masalah pertumbuhan dan peluruhan. Upayakan
pertanyaan yang Anda buat memuat kata-kata ibertambahT, iberkurangt,
1barisanT, ipertumbuhant, dan ipeluruhanT. Tuliskan pertanyaan Anda pada

tempat yang disediakan berikut.
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%Ayo Menggali Inform@

Dari pertanyaan yang Anda buat, mungkin ada diantaranya pertanyaan-

pertanyaan berikut.

1. Apa ciri masalah pertumbuhan dan peluruhan?

2. Bagaimana cara menghitung nilai ke-n pada masalah pertumbuhan dan
peluruhan?

3. Konsep barisan apa yang digunakan pada masalah pertumbuhan dan
peluruhan?

Untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan tersebut Anda harus mengkaitkan
bertambahnya nilai atau berkurangnya nilai dengan pertumbuhan atau
peluruhan. Kaitkan pula pertambahan nilai atau pengurangan nilai tersebut
dengan konsep barisan yang telah Anda pelajari. Apakah terkait dengan
barisan aritmatika atau barisan geometri?

Ingat kembali pada Contoh 2.14 mengenai pembelahan bakteri yang merupakan
pertumbuhan dan Contoh 2.15 mengenai pantulan bola yang merupakan
peluruhan. Selanjutnya, amati kecenderungan nilai pada Contoh 2.14 dan
2.15 tersebut. Contoh mana yang nilainya bertambah dan contoh mana yang
nilainya berkurang? Kaitkan bertambahnya nilai atau berkurangnya nilai
dengan pertumbuhan atau peluruhan. Carilah beberapa contoh masalah yang
terkait dengan pertumbuhan dan peluruhan dari buku referensi matematika
atau dari internet guna menguatkan dugaan Anda. Contoh-contoh masalah
itu dapat berupa soal UAN, soal ujian masuk perguruan tinggi, atau soal
olimpiade.

Berikut diberikan beberapa masalah terkait pertumbuhan dan peluruhan.
Masalah Pertumbuhan

1. Hasil sensus penduduk pada tahun 2009 mencatat bahwa banyak penduduk
suatu kota sebanyak 50.000 orang. Banyak penduduk ini meningkat dari
tahun ke tahun. Peningkatan banyak penduduk dari tahun 2009 hingga
tahun 2014 yang disajikan pada tabel berikut.
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Tahun Banyak Penduduk (orang)

2009 50.000
2010 55.000
2011 60.500
2012 66.550
2013 73.205
2014 80.525

2. Pak Budi membeli sebidang tanah seluas 200 m? seharga Rp. 200.000.000
pada tahun 2010. Pada tahun 2015 Pak Budi ingin menjual tahan tersebut.
Seiring berjalannya waktu harga tanah naik 25% setiap tahun. Harga tanah
dari tahun 2010-2015 diberikan pada tabel berikut.

Tahun Harga Tanah (Rp)

2010 200.000.000
2011 250.000.000
2012 312.500.000
2013 390.625.000
2014 488.281.250
2015 610.351.563

Masalah Peluruhan

3. Suatu bahan radioaktif yang semula berukuran 60 gram mengalami reaksi
kimia sehingga ukurannya menyusut. Waktu penyusutan dan ukuran
bahan radioktif dari waktu ke waktu disajikan pada tabel berikut.
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Waktu (jam) Ukuran Bahan Radioaktif (gram)

0 60
12 54
24 48,6
36 43,74
48 39,366
60 35,4394

4. Penisilin digunakan mengurangi penyebaran bakteri pada kasus infeksi.
Pada suatu kasus infeksi seorang dokter memberikan dosis penisilin
yang dapat membunuh 10% bakteri setiap 5 jam. Hasil diagnosa awal
menunjukkan terdapat 500.000 bakteri yang menginfeksi seorang pasien.
Hasil uji laboratorium mengenai penurunan penyebaran bakteri diberikan
pada tabel berikut.

Waktu (jam) Banyak Bakteri

0 500.000
5 450.000
10 405.000
15 364.500
20 328.050
25 295.245

Berdasarkan masalah yang diberikan, identiykasi ciri masalah yang
merupakan perumbuhan dan masalah yang merupakan peluruhan. Dari
ciri yang telah Anda identiykasi, tentukan masalah berikut merupakan
masalah pertumbuhan atau masalah peluruhan, sertai pula penjelasannya.

Masalah Pertumbuhan dan Peluruhan

1. Suatu perusahaan pakan ternak dapat menghasilkan 400 kw pada awal
produksi di tahun pertama. Selanjutnya perusahaan tersebut setiap tahun
men targetkan kenaikan produksi 10% dari tahun sebelumnya.

|
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2. Sebuah industri rumah tangga yang baru beroperasi tahun 2012 membeli
mesin produksi seharga Rp100.000.000. Dengan berjalannya proses

produksi, maka harga mesin menurun 1% setiap tahun.

Ayo
Mengomunikasikan

Buatlah simpulan yang Anda dapatkan tentang ciri yang membedakan
masalah pertumbuhan dan peluruhan. Diskusikan hasil yang Anda temukan
dengan teman sekelompok, kemudian tukar dengan kelompok lain dan beri
komentar terhadap hasil kelompok lain. Tuliskan hasil diskusi pada tempat

yang disediakan berikut.

. Kegiatan 2.2.2 Menentukan Rumus Pertumbuhan dan Peluruhan

Setelah Anda dapat mengidenykasi ciri masalah pertumbuhan dan masalah
peluruhan, Anda telah dapat menentukan bilamana suatu masalah merupakan
masalah pertumbuhan dan bilamana merupakan masalah peluruhan.
Selanjutnya, bagaimana Anda dapat menentukan nilai ke-n pada masalah
pertumbuhan dan peluruhan?

Ingat kembali Contoh 2.14 tentang pembelahan bakteri, perhatikan tabel
terkait banyak bakteri hasil membelah diri. Apakah Anda dapat menduga
pola untuk menentukan banyak bakteri hasil membelah diri pada waktu
ke-n? Jika Anda dapat menemukan pola ini maka Anda dapat menentukan
banyak bakteri hasil pembelahan tanpa harus mendaftar banyak bakteri setiap
satuan waktu. Bayangkan jika Anda harus mendaftar banyak bakteri setiap
satuan waktu, tentunya hal ini tidak praktis terutama untuk satuan waktu yang
besar. Demikian pula pada Contoh 2.15 mengenai pantulan bola, perhatikan
tabel terkait tinggi bola yang dicapai. Tampak ada suatu pola yang terbentuk.
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Dengan demikian Anda dapat menentukan tinggi bola yang dicapai setelah
pantulan ke-n tanpa mendaftar tinggi bila yang dicapai sebelumnya.

Dalam hal ini, untuk mendapat nilai ke-n pada masalah pertumbuhan dan
peluruhan akan terkait dengan nilai sebelumnya, yaitu nilai ke n fil. Pada sub
bagian ini kita akan membahas rumus untuk menentukan nilai ke-n tersebut.
Oleh karenanya, Anda perlu mengingat kembali konsep barisan yang telah

Anda pelajari sebelumnya.

€

+< Ayo Mengamati

@ |[Contoh2i16)

Banyak penduduk suatu kota setiap tahun meningkat sekitar 1% dari banyak
penduduk tahun sebelumnya. Berdasarkan sensus penduduk pada tahun 2009,
penduduk di kota tersebut berbanyak 100.000 orang. Hitung banyak penduduk
pada tahun 2010 hingga tahun 2014 dengan melengkapi tabel berikut.

Banyak Penduduk (orang)

100. ooo+—(1oo 000) =100.00031+ 9
2010 100 & 1009
=100.000(L, 01) =101.000
101. ooo+_(101 000) =101.00031+ 2
2011 100 & 1009
=101.000(L, 01) =102.010
102, 01o+_(102 010) =102.01081+ 2
2012 100 " 1002
=102.010(1, 01) =103.030
2013
2014
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Masalah di atas merupakan masalah pertumbuhan. Beri alasan mengapa
masalah tersebut merupakan masalah pertumbuhan. Amati pola yang terbentuk
pada banyak penduduk selama lima tahun tersebut. Dugalah pola pertambahan
banyak penduduk yang terjadi.

& [Conngy

Ketika sedang memeriksa seorang bayi yang menderita infeksi telinga, dokter
mendiagnosis bahwa mungkin terdapat 1.000.000 bakteri yang menginfeksi.
Selanjutnya pemberian penisilin yang diresepkan dokter dapat membunuh 5%
bakteri setiap 4 jam. Coba Anda hitung banyak bakteri pada 24 jam pertama
dengan melengkapi tabel berikut.

Waktu (jam) Banyak Bakteri
1.000.000 - —— (1.000.000) =1.000.00051 - 2
4 100 & 1002
=1.000.000(0,95) = 950.000
5 &, 50
950.000 - —— (950.000) = 950.00051 - — @
8 100 & 1002
= 950.000(0, 95) = 902.500
5 &, 50
902.500 - —— (902.500) = 902.50051 - — &
12 100 & 1002
=902.500(0,95) = 857.375
16
20
24
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Masalah di atas merupakan masalah peluruhan. Beri alasan mengapa masalah
tersebut merupakan masalah peluruhan. Amati pola yang terbentuk pada
banyak bakteri pada 24 jam pertama tersebut. Dugalah pola pengurangan

banyak bakteri yang terjadi.

0o Menanyn
C(?)) Ayo Menanya '

Setelah Anda mengamati kedua masalah di atas, tentunya Anda ingin tahu
pola umum tentang masalah pertumbuhan dan peluruhan. Sekarang, coba
Anda buat pertanyaan terkait rumus nilai ke-n pada masalah pertumbuhan
dan peluruhan! Upayakan pertanyaan yang Anda buat memuat kata-kata
ipertumbuhanT, TpeluruhanT, Trumus umumT dan Tnilai ke-nT. Tuliskan

pertanyaan Anda pada tempat yang disediakan berikut.

% Ayo Menggali Inform@

Dari pertanyaan yang Anda buat, mungkin ada diantaranya pertanyaan-
pertanyaan berikut.

1. Bagaimana menentukan rumus nilai ke-n pada masalah pertumbuhan?
2. Bagaimana menentukan rumus nilai ke-n pada masalah peluruhan?

Untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan tersebut, ingat kembali pada Contoh
2.16 mengenai banyak penduduk dan Contoh 2.17 mengenai banyak bakteri.
Selanjutnya, pada Contoh 2.16, dugalah banyak penduduk pada tahun 2020!
Untuk mendapat banyak penduduk pada tahun 2020, Anda harus menemukan
pola pertambahan banyak penduduk. Demikian pula pada Contoh 2.17,
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dugalah banyak bakteri setelah 48 jam dan 72 jam. Untuk mendapat banyak
bakteri setelah 48 jam dan 72 jam, Anda harus menemukan pola pengurangan
banyak bakteri. Gunakan buku referensi matematika atau internet untuk

mendukung dugaan sementara Anda.

Masalah Pertumbuhan

Untuk menguatkan dugaan yang Anda buat, mari Kita cermati lebih rinci
Contoh 2.16 mengenai banyak penduduk. Berdasarkan Contoh 2.16 dapat kita
peroleh:

a.

Banyak penduduk pada tahun 2010 adalah
100.000 + — (100.000)
100

-100.000%1+ -8
¢ 100+

=100.000(1,01) =101.000

Jadi, banyak penduduk pada tahun 2010 adalah 101.000 orang
Banyak penduduk pada tahun 2011 adalah
T

=101.000 +1i(101.000)

=101.00081+ + 9
¢ 100+

=101.000(1,01) =102.010

dengan A, . menyatakan banyak penduduk pada tahun 2010 dan A
menyatakan banyak penduduk pada tahun 2011.

2011
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Jika dirinci bentuk ini dapat dinyatakan dalam

1
A2011 = A2010 + m A2010
=[100.000(1+ 0,01)] + (0,01)[100.000(1+ 0, 01)]
=[100.000(1+ 0,01)](1+0,01)
=100.000(1+0,01)* =102.010

Jadi, banyak penduduk pada tahun 2011 adalah 102.010 orang.
Banyak penduduk pada tahun 2012 adalah

1
A2012 = Azon + m Azon

~102.010 + = (102.010)
100

=102.01051+ 0
¢ 10

=102.000(1,01) =103.030

dengan A, ,, menyatakan banyak penduduk pada tahun 2011 dan A, ,
menyatakan banyak penduduk pada tahun 2012.

Jika dirinci bentuk ini dapat dinyatakan dalam

1
Poorz = Poors + Ao
100

=[100.000(1+0,01)?]+ (0,01)[100.000(1+ 0, 01)?]
=[100.000(1+ 0,01)?](1+0,01)
=100.000(1+0,01)* =103.030

Jadi, banyak penduduk pada tahun 2012 adalah 103.030 orang.

Uraikan pula cara menghitung banyak penduduk pada tahun 2013 dan
2014. Selanjutnya, tuliskan rumus untuk menentukan banyak penduduk
pada tahun ke-n setelah tahun 2009 pada tempat yang disediakan berikut.
Lebih lanjut, setelah Anda menemukan rumus nilai ke-n untuk Contoh
2.16, tentunya Anda bisa menentukan banyak penduduk pada tahun 2020.
Tuliskan pula banyak penduduk pada tahun 2020 tersebut.
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